Sammanfattning lasvecka 2, MVE035

Grupp 2D
Simon Benstorp, David Ek, Liam Falkenstrom, Filippa Johansson Sporre,
Gustav Johansson och Vidar Petersson

30 januari 2023

1 Foreldsning 5: 23/1

1.1 Variabelbyte i andra ordningens PDE

Betrakta den partiella differentialekvationen

0*f  ,0%f
_ = 1
a2~ 9a2 0 )
diir c € R, f € C?(R?). Utfor nu variabelbytet
u=x+ct
{ _ (2)
v=x —ct.

Enligt kedjeregeln blir forsta derivatorna saledes:
of _ ofo af ov _ df | Af
oc = ouos * Gvom = ou T oy
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Nu kan man skriva om den initiala PDE:n: <

o P20 _070F  L0f0f _
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0% f 0% f
oudv < Oudv

Integrering forst med avseende pa u och sedan med avseende pa v ger

= —4c?

0
8—‘5 =g(v) € C* = f(u,v) = G(v) + H(u), (4)
dér g(v) dr integrationskonstanten vid integrering med avseende pa u, G(v) &r primitiv funktion
till g(v) och H(u) dr integrationskonstanten vid integrering med avseende pa v. Byt dérefter
tillbaka till (x,t):
f(z,t) = G(x — ct) + H(x + ct) (5)



1.2 Tayloruteckling
1.2.1 Taylorutveckling i en variabel

Lat D vara en omgivning kring # = a, f € C**1(D) och h sa litet att
[a —|h|,a+ |h|] C D. Da géller att taylorutvecklingen av f(a + h) ges av

F @), fOD
flath)=3 ! j!( Jhi 4 f(k+ fi)hk“, (6)

for nagot €. Forsta termen ar taylorpolynomet av grad k, och andra termen &r resttermen.

1.2.2 Utvidgning till fler variabler

Borja med f : R? — R. Vi vill utveckla f(z,y) kring baspunkt (a,b). Antag f € C**1. Fixera
h1, ho och bilda envariabelfunktionen
F(t) = f(a+thy,b+ ths), och taylorutveckla F. Antag ¢t > 0:

kopG)(q) . FD

for nagot € € (0,t). Uttryck derivatorna av F' i partiella derivator av f. Med hjilp av kedjeregeln
far vi:

J
FO0) = (hg +hag ) f ©

diir = a + thy och y = b+ thy. Skriv sedan (h1% + h28%> =h-V, (a,b) =a och (hy,h) = h.
Vi far dérav att taylorutvecklingen i flera variabler ges av

(-vy
@)+

(E . V)k+1
(k+1)!

fa+n=F1)=Y"

j=o

f(&), (9)
for nagot & € (a,a+ h).

2 Foreldasning 6, 24 januari

Att identifiera lokala extrempunkter for funktioner i flera variabler sker principiellt pa samma
sétt som i en variabel. Man undersdker var derivatan &r noll och kontrollerar dérefter punktens
karaktdr med andraderivatan.

2.1 Stationira punkter

Till funktioner i flera variabler kan det finnas extrempunkter av exempelvis typen i figur 1. For
att identifiera dessa behover forst mojliga kandidater hittas. Dessa kandidater kallas stationéra
punkter och &r likt i envariabelfallet en punkt dér funktionens lutning &r 0. I flera variabler &r
det istéllet funktionens partiella derivator som &r lika med O i en punkt a.

Definition 2.1.1. Om V(@) = 0 kallas @ stationiir punkt.



I flera variabler utvidgas definitionen av extrempunkter som det storsta virdet i en omgivning
istéllet for ett intervall.

Definition 2.1.2. f:R? — R har lokalt maximum i @ € R™ om det finns en omgivning Q av @
sa att f(Z) < f(d), VZ € Q.

Fran definition 2.1.1 och 2.1.2 foljer satsen:

Sats 2.1.1. Om
o f(Z) har lokalt extremvirde i en inre punkt @ i mingden D och
o f partiellt deriverbar,

da dr
e Vf(@) =0.

Dock ser vi i satsen och vet fran envariabelfallet f : R — R att en stationir punkt nodvandigtvis
inte &r en extrempunkt. Punkten kan i flera variabler &ven kan vara en sadelpunkt och déarfor
behover dven funktionens andraderivata undersokas.

lokalt
maximum

lokalt
minimum

sadelpunkt

Figur 1: Exempel pa extrempunkter.

2.2 Klassificera en stationir punkt och kvadratisk form Q(7)
For att harleda klassificeringen av en stationér punkt @ behover vi taylorutveckla funktionen

enligt avsnitt 1.2.2 till ordning tva. For f: R? = R, f € C? vid @ = (a, ) erhalls da

1 -
fla+hb+k) = f(a,b) + (hfs + Efy)lap) +5 (B fiy +2hk 1)+ £ )@s) + OR7]])
R , 2 N N Nl
=0 A B e}

dér vi kan skriva termen med de partiella derivatorna av andra ordningen pa kvadratisk form

1 N
ﬂa+hb+@—f@ﬁ%:;AW+2MM+CHHWM+OMWm.
Q@)=




Vi inser fran definition 2.1.2 att f(a+h,b+k) — f(a,b) # 0 maste gilla ifall @ skall vara en striangt
lokal extrempunkt. I och med att Q(%) oftast dominerar O(||h3||)-termen kan vi klassificiera @
genom att enbart studera tecknet pa Q(Z). Da erhalls foljande definition och sats:

Definition 2.2.1. En kvadratisk form Q(Z) &r:
e Positivt definit om Q(Z) >0, VZ # 0.
Negativt definit om Q(Z) < 0, VI # 0.

Indefinit om Q(Z) antar bade positiva och negativa virden eftersom det i sa fall inte &r
siikert att Q(Z) dominerar resttermen.

Semidefinit om Q(Z) kan anta 0.

Sats 2.2.1. For Q(Z)

Positivt definit = a strangt lokalt min.

Negativt definit = a strangt lokalt maz.

Indefinit = @ dr en sadelpunkt.

Semidefinit = Yiterliggare inspektion krdvs.

Den ytterliggare inspektionen skulle kunna innebéra att antingen taylorutveckla en ordning till
eller att nummeriskt underscka vad som hédnder med funktionsvirdet nidr man tar ett godtyckligt
litet steg fran punkten.

2.3 Matrisformulering

For funktioner av fler &n tva variabler kan det bli omsténdigt att berdkna tecknet pa Q(Z).
Dirfor kan det vara anvéndbart att formulera Q(Z) som en matris. Lat h vara en kolonnmatris
och M en kvadratisk matris med andra ordningens partiella derivator. Da géller Q(ﬁ) = hT Mh.
Genom att berdkna tecknet pa egenviirdena eller anvinda Sylvesters test kan dirigenom Qs definit
bestdmmas. Hérledning av detta kommer TM:arna eventuellt g& igenom senare.

Sats 2.3.1. Q(h) = kT Mh ir

Positivt definit < alla egenvirden i M positiva.

Negativt definit < alla egenvirden i M negativa.

Indefinit < M har bade positiva och negativa egenvdirden.

Semidefinit tillater egenvdirde 0.

2.4 Hessianen

Matrisen M har &ven ett eget namn och definieras enligt fcljande:
Definition 2.4.1. For f: R™ — R kallas matrisen

" " L "

T11 T1To T1Tp
1 1 1
Tow) zome ToTy,
M = Hess(f) =
1" " . "
Tpwr  JTpTa TnTn



for Hessianen av f.

2.5 Sammanfattning och 16sningsmetod.
Nedan foljer en sammanfattad 16sningsmetod.
1. Identifiera stationéra punkter.
(a) Berékna de partiella derivatorna.
(b) Undersok deras eventuella nollstéllen.
(¢) Erhall en kandidat d.
2. Klassificera den stationéra punkten

(a) Beriikna de partiella derivatorna av andra ordningen och sétt in @. Erhall matrisen M,
ocksa kallad Hess(f).

(b) Beriikna tecken for Ms egenvirden eller anvind sylvesters test pa det(M) och A.

(¢) Erhall ifall Q(l_i) ar positivt-, negativt, in-, eller semidefinit genom att jimfora med
sats 2.3.1.

i. Positivt = strang min.
ii. Negativt = strédng max.
iii. Indefinit = sadelpunkt.
iv. Semidefinit = Ytterligare undersdkning krévs.

3. Erhaller en punkt och dess karaktéar.
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3.1 Vektorviarda funktioner

Under forsta ldsveckan i kursen flervariabel analys har vi framst tittat pa funktioner av typen
f: R™ — R, sa kallade skaldrvirda funktioner. Dessa funktioner tar en vektor och ger tillbaks ett
reellt virde. Denna veckan har vi utvidgat funktionsbegreppet ytterligare och kollat pa nér dven
funktionsvirdet &r en vektor. Ett enkelt exempel &r: f(t) = (z(t),y(t)), som limpligen skulle
kunna tolkas som en partikels position i x- och y-led med avseende pa tiden t. Generellt kan man

—

skriva en funktion f: R™ — R™, dir m > 1 som f(Z) = (f1(21, s Tn)ys ooy frn(T1, ooy Tn))-

3.2 Funktionalmatris

I fallet for skaldrvirda funktioner har vi sett att derivatan delas upp i partiella derivator och kan

samlas i en vektor som kallas for gradient: V f(x1,...,2n) = (fs,, ..., fz, ). Men nér vi ska derivera

en vektorvard funktion blir uttrycket storre da varje partiell derivata i sin tur har sina egna

partiella derivator. Tag exempelvis funktionen f(s,t) = (f1(s,t), f2(s,t)). De partiella derivatorna
blir dérmed:

of _ of 0fs, Of _ 0f 0fs

95 = Cos s o = Cor o (10)



For att samla ihop alla derivator kan vi hiar anvidnda matriser, ddrav funktionalitetsmatris. I
fallet med exemplet ovan blir funktionalitetsmatrisen:

(11)

Generellt far vi att en vektorvird funktion f : R — R™ har funktionalitetsmatrisen:

of1 of
oz ot oz,

F@=| . (12)
Of Of

Fordelen med att samla alla derivator i en matris pa detta viset dr att varje rad i representerar
V fi och varje kolonn j representerar f;j(f).

3.2.1 Anvindningsomrade

Funktionalmatrisen kan anvindas for att approximera funktionen néira en given punkt.

3.3 Funktionalsdeterminant

Funktionaldeterminanten for en funktion definieras som determinanten for funktionalsmatrisen:

ofr 9f1
Oxq o Ox .,
detf'(z) = | . . (13)
0 0t
oxq e Ox .,

Observera att funktionalmatrisen maste vara kvadratisk, alltsa en funktion f: R™ — R™, for att
determinanten skall existera.

3.3.1 Anvindningsomrade

Funktionaldeterminanten kan anvéndas for att beskriva area- och volymféréindringar hos en
funktion.

3.4 Kedjeregeln

Under forsta veckan kollade vi pa tre olika steg av kedjeregeln for flervariabels funktioner, under
denna vecka generalliserades kedje regeln for att gélla for alla fler variabels funktioner. For att
formulera det allménna fallet av kedjeregeln for funktioner av flera variabler definieras foljande:
Lat g : R® — RP, f : RP — R™ vara differentierbara funktioner. Antag sedan att a € R™ #r en

inre punkt i D(g) och g(a) &r en inre punkt i D(f). Lat



t1 T 91(t)
t=|:|eR"x=|:|cRPgt)=| : | €RP
tn p 9p(t)
Komponent i av sammansittningen f o g ges da av (f o g);(t) = f;(g(t)) dér f; : RP — R sa steg
3 i kedjeregeln ger differentierbarhet och saledes

0 (fog)i(t) = Vii(g(t)) 8g® =

6tj at_]
991
ot;
ofi Ofi .
Oxy " Oy .
99,

Detta motsvarar rad i och kolonn j av funktionalmatrisen (f o g)'(t). Légger man ihop detta V i,
j far man den allménna formeln for kedjeregeln for funktioner av flera variabler:

~ Kedjeregeln
(fog)'(t) =f'(g(t) xg'(t)

3.5 Inversa funktionssatsen

I specialfallet dér m = n, alltsa dér f: R™ — R", det vill séiga ett n-dimensionellt vektorfils.
Om f &r diferentierbar i @ € R™ dr f/(a) en n X n-matris sa medfér det att det(f'(a) # 0. Vi
formulerar utifran detta den inversa funktionssatsen.

Sats 3.3.2 Lat f : R® — R™,f € C}(D),a € D sidan att det(f'(a)) # 0
DA finns det 6ppna omgivningar U kring & och V kring f(a) sadana att
f: U — V ér bijektiv

f~1:V = U dr en C'-funktion

Det #r dock viirt att observera att bara for att det(f/(a)) # 0VZ € D(f) s& behover inte

noédvindigtvis £ vara injektiv pa hela D(f).

Denna determinant (det(f’(a))) kallas for funktionaldeterminanten eller Jacobideterminanten.

f d(f11,,fn)

Denna kan dven betecknas med: % eller Az
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Forelasning atta behandlar koordinatbyten och introducerar ett viktigt resultat inom analysen:
Implicita funktionssatsen.

4.1 Koordinatbyten

Nér man arbetar med samband och funktioner i R™ kan det i manga situationer vara fordelaktigt
att genomfora ett koordinat/variabel-byte. Exempelvis kan ett koordinatbyten anviindas for att



transformera partiella differentialekvationer till en form dar det &r enklare att finna losningar.
Nyttan av koordinatbyten striacker sig dven till andra vetenskaper, inom mekaniken kan det till
exempel vara fordelaktigt att anvdnda polédra koordinater nir man beskriver en cirkelrorelse.

Lat oss nu betrakta ett godtyckligt koordinatbyte i R™

(1, ey ) < (Y1, --Yn) (14)

Om man uttrycker de nya variablerna i de gamla

1 = yi(x1, .., xn)

Yn = Yn(T1,.yTn)

kan detta betraktas som en funktion f:R™ — R™ dir § = f(Z). For att koordinatbytet ska ha
praktisk anvindning kréivs att det kan inverteras (d.v.s. f dr inverterbar), om detta inte uppfylls
forloras information under koordinatbytet. Enligt inversa funktionssatsen (se foreldsning 7) dr f
inverterbar i en omgivning av @ € R? om det (f'(z)) # 0, d.v.s. for att koordinatbytet ska ses

som giltigt krdvs att det (f'(Z)) # 0.

4.1.1 Inversa koordinatbyten

Under férutséittning att f'(z) fr inverterbar kan vi (for en omgivning av a € R) definiera inversen
7 = f~1(y). Sammansittningen § = (f o f~1)(%) har identitetsmatrisen I som funktionalmatris
och dérmed &ven funktionaldeterminanten det (I) = 1. Till f6ljd av detta kan det observeras att

det (I) = 1 =det (fo f1) =det f'(z)det f/~ ' (7)) = Zgzg; (15)
ur vilket sambandet a(z) )
aG) ~ 1 (19

kan avlasas. Pa likande siatt kan dven sambandet
a(z) (a<y> > -
A 4 17
@ ~\o@ {an

hérledas.

4.1.2 Polira koordinater i R?

Lat oss betrakta koordinatbytet fran kartesiska till poléira koordinater, se figur 2 for att se hur r
och 60 &r definierade.

Om vi uttrycker = och y i termer av r och 6 far vi

(:

rcos

rsin 6



A

Figur 2: r och 6 i det kartesiska koordinatsystemet.

Figur 3: r, 8 och ¢ i det kartesiska koordinatsystemet.

dér vi genom att berdkna funktionaldeterminanten kan undersoka variabelbytets giltighet.

d(z,y)
d(r,0)

cos) —rsinf

. =rcosf? +rsinf? =r
sinf rcosf

(?l
9y
or

oz
8y
30

Determinanten ar alltsa nollskild for alla punkter férutom i origo, d.v.s. variabelbytet ar giltigt i
en omgivning av a da r # 0. Observera dven att variabelbytet &ven kan ske at motsatt hall, fran
poléra till kartesiska koordinater.

4.1.3 Sfiriska koordinater i R3

Lat oss definiera de sfiriska koordinaterna enligt figur 3, da kan vi uttrycka relationen mellan
kartesiska och sfiriska koordinater enligt

r = rsinfcosg¢
= rsinfsing
z = rcosf

Genom att berdkna funktionaldeterminanten finner man att determinanten ar noll da 6 ar O eller
7 radianer, d.v.s. koordinatbytet ar ej giltigt da pa z-axeln.

4.2 Implicita funktionssatsen

Vi stiller fragan: givet en implicit definierad funktion F'(Z), alltsa ett samband som relaterar
variabler till varandra utan att explicit losa ut en variabel (t.ex  — ye¥ = 0, definierar y som
funktion av z implicit) — nér kan vi hitta ett explicit uttryck for y = f(z)?



Sats 3.4.3 (Implicita funktionssatsen, IFS)
Lat F : R™ — R vara Cl. Lat A vara en punkt pa nivikurvan F(Z) = C dir C € R.

Om g—;; N # 0 finns nagon 6ppen omgivning V till A pa vilken géller att restriktionen av

nivakurvan till virden i V' implicit definierar en C'-funktion f : R"~! — R for vilken giller att:

Tk = f(T1,T2, .y Tho1, Tht 1y -« Tny)
OF
d Oz,
o fi=
.I‘j 8F
al'k

En tolkning av satsen ovan #r att om vi har en implicit definierad C*-funktion s& kan vi vilja
att kolla pa en punkt déir derivatan m.a.p. var beroende variabel xj, dr nollskiljd. Da garanterar
IFS att vi kan berikna derivator pa nagon ldmplig (naturligtvis 6ppen) e-omgivning till punkten
i fraga — dessutom fas en formel for dessa derivator. I praktiken vinder man sig till emellertid
séllan till formeln, utan deriverar implicit som vanligt.
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