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1 Forelasning 1

1.1 Notation

Faltet flervariabelanalys kretsar kring funktioner definerade som
f:R" R (1)

for positiva heltal m och n, dar n = 1 ar specialfallet envariabelanalys vi studerat i tidga-
re kurser. Vi séger att f ar en funktion av n variabler. Om m = 1 &r det en skalarvard
funktion och om m > 1 &r det en vektorvird funktion. Vektorviarda funktioner kan
reduceras till en méngd skaldarviarda funktioner, alla av lika manga variabler, sa oftast stu-
deras skaldrvirda funktioner. Om m = n kan funktionen tolkas som ett n-dimensionellt
vektorfalt.

1.2 Derivatan

I envariabelanalysen har det funnits tre formuleringar for derivatan, som nu generalisera-
des till olika begrepp. Den forsta formuleringen var att funktionen f ar deriverbaria € R

om
o L0 1) = f(0)
h—0 h

(2)

existerar, och derivatan ar isafall gransviardet. Denna formulering generaliserades till fler-
variabelanalysens riktningsderivata, och specialfallet partiell derivata liangs riktning-
ar parallella med koordinataxlarna. Den partiella derivatan till f i (a,b) € R? ér i z-led
respektive y-led:

0F _ o Fathh) — fa)
ox h—0 h (3)
Of . flab k)~ flab)

dy k=0 k

Dessa partiella derivator berdknas genom att betrakta den variabel vars axel inte derive-
ras kring som en konstant, och sedan derivera som vi ldrt oss i kurserna i envariabelanalys.

Under foreldsningen gicks det ocksa igenom de tva andra formuleringarna for derivatan i
envariabelanalys, men de generaliserades inte forréns nésta forelasning. Den alternativa



definitionen &r att f dr deriverbar i a € R om det finns en konstant A € R och en funktion
p(h) sa att
fla+h) = f(a) + Ah + hp(h) (4)

och p(h) — 0 da h — 0. Hér adr A vérdet for derivatan i a.

2 Forelasning 2

2.1 Differentierbarhet

Under foreldasningen presenterades tva satt att definiera differentierbarhet. Grafiskt kan
differentierbarhet definieras genom att funktionen f &r differentierbar i (a,b) om det finns
ett unikt plan som tangerar f i punkten. Formellt definieras differentierbarhet som att f
ar differentierbar om det finns tva konstanter A och B, samt en funktion p(h, k) sa att
p(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0) som uppfyller sambandet

fla+h,b+k) :f(a,b)+Ah+B/€+’(Z)’p(h,k). (5)

Ar funktionen differentierbar, det vill siga om dessa krav uppfylls, sa ér konstanterna
funktionens partiella derivator, A = a% f(a,b) och B = a% f(a,b). Utifran ekvationen ovan
kan tangentplanet uttryckas genom

A(x —x0) + B(y —yo) — (2 —2) =0 (6)

dér A och B ér de partiella derivatorna, precis som ovan, xy = a, yo = b och zo = f(a,b).
A

D& har planet normalvektorn | B | och gar genom punkten (a,b, f(a,b)). Likt for deri-
—1

verbarhet i en variabel, implicerar differentierbarhet att en funktion &ar kontinuerlig.

2.2 Visa differentierbarhet

Under forelasningen visades tva metoder som kan anvéndas for att visa differentierbarhet.
Forst och framst kan funktionens partiella derivator rdknas ut, vilket ger konstanterna A
och B. Sedan kan uttrycket for f(a + h,b+ k) ovan skrivas om till

fla+h,b+k)— f(a,b) — Ah — Bk
ViZ + &2 '

Om p(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0) nér de partiella derivatorna sitts in som vérden pa
A och B ar funktionen differentierbar, det kan dock vara enklare att anvinda en annan
metod som visades. Forst infordes foljande notation; f tillhér klassen C'(D) om alla
funktionens partiella derivator ar kontinuerliga i D. Sedan introducerades en sats som
sade att om f tillhor klassen C'(D) ér f differentierbar i D.

p(h, k) = (7)




3 Forelasning 3

3.1 Kedjeregeln for sammansatta funktioner av en variabel

Vi kommer ihag kedjeregeln for sammansatta funktioner av en variabel:
d
(fog) =3 fa(t) = f'(9(t)g'(?) (8)

3.2 Sammansattningar i flera variabler

Lat g : R®" - RP och f: R - R™ dafar vi fog: R" - R™
Vi har da att:

flxr, ..o ) = [filze, .. cy2p), ooy fnlTn, ooy fo)],
g(tl,. .o ,tn) = [91(151,' .. ,tn),. .o ,gp(tl,. .o ,tn)]

Later vi t = (t1,...,t,) far vi att:

Fog® =[filg(®)- -, 5], [fnlga (D), -, gp(E)]. (10)

3.3 Generalisering av kedjeregeln

Generaliseringen av kedjeregeln for sammansatta funktioner av flera variabler gor vi om
fyra steg, gar igenom 3 av dessa steg denna foreldsning.

l.n>1,p=1ochm=1
2.n=1,p>1lochm=1
3.n>1,p>lochm=1
4. n>1,p>1lochm>1
Antagande 1: g : R” — RP och f : RP — R™ é&r differentierbara och @ € R™ sadana att:
1. @ &r en inre punkt i D(g)
2. g(@) ar en inre punkt i D(f)

Steg 1: Under Antagande 1 géller att: fog: R® — R ér differentierbar i i = @ och att:

§%<mﬂ>

Vilket foljer direkt av kedjeregeln for en variabel, ty % =

P 3., (1)

i=a

d

4 Om man tolkar de andra

variablerna av ¢t som konstanta.

Steg 2: Vihar g : R — RP, f: R? — R, da fog(t) : R — R . Notera att g ar en
vektorvird funktion. Under Antagande 1 giller att:

dg

< 1) = V() - (12)

3



Alternativt later vi w(Z) = u(zy,...,2,) och & = Z(t) da har vi att:
du  Ou day Ou dz,
— =y
dt Oz dt Ox, dt

Steg 3: Nu har vi att g : R® — RPoch f : RP — R, da fog : R” — R och under
Antagande 1 har vi att:

5 ) = VG 5L =1 (1)

(13)

vilket foljer av Steg 2 p.s.s. som Steg 1 foljer av kedjeregeln i en variabel, d.v.s vanlig
derivata med avseende pa ¢; om vi tolkar de andra variablerna av ¢ som konstanter.

3.4 Variabelbyten for partiella differentialekvationer

Om man ser f som en funktion av koordinater i planet och gor variabelbytet (x,y) —
(u,v) sd kan man beskriva f som:

flu,v) = f(u(z,y), v(z,y) = fz,y). (15)
Da kan man utrycka % och g—g i g—i och g—f som:
or _ 0 _ofou  of o

4 Forelasning 4

4.1 Gradient

Gradienten ar en vektor i flera variabler innehallande respektive partiell derivata. Gradi-
enten kan visa hur en funktion i flera variabler beter sig lokalt och defineras enligt

af .\ Of of
= | = — oy 17
Vi) = (L) @ g @) (17
dir Vf(x) dr en funktion i R". Sats 2.4.5 ger att en C'-funktion f(z) definerad pé
méngden D C R™ &r konstant da f(x) = 0, Vx € D, ddr D &r en 6ppen och bagvis
sammanhéangande méangd.

4.2 Riktningsderivata

For att undersoka hur i vilken riktning en funktion 6kar som mest samt hur stor denna
tillvaxttakt ar anvinder vi oss av riktningsderivatan. Riktningsderivatan defineras som
derivatan av funktionen f(z) i punkten a med normalvektorn v enligt

b0) — tiy L0 1D) = (@)

t—0 t

(18)

Sats 2.4.6 ger att om att en differentierbar funktion f(x) och en normerad riktningsvek-
tor v sa ar fl(x) = V f(a)v. Sats 2.4.7 sédger vidare att V f(a) dr riktad at det hall som
funktionen 6kar som snabbast utifran punkten a, samt att funktionen ckar med ||V f(a)||
i denna riktning. Alltsa ar riktningsderivata och gradient bra verktyg inom olika optime-
ringsproblem for att till exempel for att hitta lokala max- och minpunkter pa kompakta
omraden.



4.3 Gradientens geometriska tolkning

Om f(z,y) antas vara en C!'-funktion déir en punkt (a,b) som ligger pa en nivakurva
f(z,y) = C sa far vi, med hjilp av kedjeregeln, att V f(z(t),y(t)) - (2/(t),y'(t)) = 0, dar
(x,y) parametriseras med avseende pa ¢ enligt (z,y) = (z(t), y(t)). Slutsatsen fran denna
geometriska tolkning ar att V f ar ortogonal till tangenten av nivaytan C'.

4.4 Partiella derivator av hogre ordning

Om de partiella derivatorna av en funktion f(z) = f(z1,...,x,) ocksa &ar partiellt deri-

verbara kan man bilda
0 of
— | == 19

for j,k = 1,...,n. Dessa partiella derivator av andra ordningens kan man beteckna med
olika skrivsatt som t.ex.

0 f
axj 8xk’ f;/jxkv fa:]a:k (20)
Om j = k kan man skriva om det som
0% f
—. (21)
o2

Likasa defineras och formuleras hogre ordningens derivator dér ordningen bestdms av
antalet derivationer. Exempelvis ar uttrycket

o f
—— 22
0z O0x3 0z (22)
en derivata av sjatte ordningen.
Observera att vanligtvis brukar z; = x, x9 = y, r3 = 2 etc.
4.5 Sats 2.5.9
For varje funktion f(x) = f(z1,...,z,) av klass C? giller att
f:;/j:pk - f::?lklj' (23)

Det innebér i vardagssprak att partiella derivator av hégre ordning ar kommutativa med
andra ord ordningen kan kastas om pa dem men uttrycket ar d&nda detsamma. Det kan
aven skrivas som t.ex.

9% f 82 f

8$j &rk - axk 81‘]" (24)




