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1 Dubbelintegraler

Funktioner av flera variabler har inte, till skillnad fran funktioner av en variabel,
endast en derivata. Dérmed finns ingen uppenbar generalisering av primitiv
funktion till en funktion av flera variabler. I denna sammanfattning diskuteras
endast dubbelintegraler, det vill sdga integraler av kontinuerliga funktioner f :
R? — R pé en kompakt mingd D C R2. Dessa betecknas

//D f dzdy.

For att 16sa integraler i det flerdimensionella fallet, krévs andra tekniker &n i det
endimensionella fallet. Foljande tekniker for att 16sa dubbelintegraler kommer
att beskrivas

(a) Inspektion

(b) Fubinis sats

(c) Variabelbyte
)

(d) Nivakurvor

1.1 Inspektion

Vid inspektion utnyttjas foljande iakttagelser, som kan goras utan att berdkna
sjalva integralen.
(7) Integration ar en linjir operation

//D(af+ﬁg) dxdyZa//Dfdxdy—kﬁ//ngxdy.

(i) Medelviirdet av f pa D

ﬁ//l)fdxdy



dér (D) = [[, 1 dedy ér arean av D.

(#i7) Uppdelning av omradet D i delomraden
D = DU Ds.

Da det finns ett givet samband mellan D; och Dy kan slutsatser om integralens
16sning dras utan att berdkning krévs. Till exempel om f &ar en udda funktion
och D &r symmetrisk i (0,0) m.a.p. z, kan D delas i de tva delarna D1 och
D2 ilinjen x = 0. Det gar da att inse att [[,, f dzdy = — [[, [ dzdy och
dérmed att [, f dedy = ffDl f dzdy + ffD2 f dzdy = 0. Inspektionsmetoden
kan alltsa ge 16sning till en dubbelintegral utan att berdkning kravs.

1.2 Fubinis sats

Fubinis sats &r en metod for att berdkna dubbelintegraler i R2. Satsen tillter
oss att berdkna over alla reguljara omraden:

Def: Ett omrade D kallas reguljért i z-led om det kan delas i d&ndligt
manga delomraden Dy, ..., D, dar
D;={(z,y) €ER? :a; <z <b; a;(z) <y < Bi(2)}
a;,b; € R och a; < b; samt «;(z), Bi(x) € C([ay, bi])
Definitionen ar analog O6ver y-led och ett omrade som &r reguljart over bade
x-led och y-led kallas reguljar.

Med denna definition kan nu Fubinis sats anvindas 6ver ett av dessa de-
lomraden:

Lat D ={(z,y) eR*:a <2 <balr) <y < B(z)}
och f: D — R diir f € C°(D)

Da giller:
//D flz,y)dady = /ab </::L) f(m,y)dy) dx (1)

Satsen tillater oss darfor att berdkna dubbelintegraler som tva separata enkelin-
tegraler genom att betrakta den yttre variabeln som konstant i utrakningarna
av den inre integralen.

1.3 Variabelbyten

For att 16sa en dubbelintegral kan ett variabelbyte ibland vara anvandbart. Om
vi har en dubbelintegral 6ver ett omrade D och en funktion f(z,y)

/ /D f (. y)dudy



kan vi gora ett variabelbyte dar x och y ersatts med funktioner av u och v

z = g(u,v)

Y= h(u7 ’U)
Denna avbildning maste vara bijektiv och C'-klass (forsta ordningens kontin-
uerlig derivata). Omradet D som integreras 6ver behéver dven dndras till en
ny mangd F for att integralen ska behéalla viardet. E ar en méngd i uv-planet

och D &ar en méngd i zy-planet. Ytterligare sa& maste E och D vara Oppna,
begransade och kvadrerbara. Jacobianen

J(u,v) = d(z,y)

d(u,v)

maste dven vara nollskild i F. Integralen efter variabelbyte blir

//E fg(u, v), h(u,v))|J (u, v)|dudv

forutsatt att funktionerna &r integrerbara 6ver omradena.

1.4 Nivakurvor

Integration med hjalp av nivakurvor genomfors enligt foljande sats:

Lat g : R?> — R vara C', h : R — R vara C° och D C R?
vara en kompakt och kvadrerbar méngd. Antag att a < g(z,y) <
b,V(x,y)eD. Lat A(u) = p({(z,y)eD : g(z,y) < u}) . Da giller

/[ wate.azay = [ " h(u) - Au)du, 2)

Detta innebér att dubbelintegralen kan skrivas om till en enkelintegral om in-
tegrandens form tillater omskrivningen till en variabel (h(g(x,y)) = h(u)) samt
att arean av definitionsméngden efter variabelbytet (A(u)) gar att rdkna ut
explicit (vanligen om g(x,y) ingér i definieringen av D).

1.5 Generaliserade integraler

[/ f(x,y)dzdy &r generaliserad om

(i) D ar ett begrinsat omrade men f &r obegransad pa D
(74) D &r ett obegransat omrade

Om integralen &r generaliserad pa flera satt behover den delas upp i delintegraler
som endast dr generaliserade pa ett sitt. For att sedan 16sa integralen skapas
en foljd av delomraden D,, C D,11 sa att D,, = D da n — oco. For typ (i) fas
D,, genom att skdra ndrmare och narmare den obegridnsade punkten och for typ
(#4) fas D,, genom att inkludera storre och storre men forsatt begransade delar
av D. Notera att typ (i¢) maste vara absolutkonvergent for att kunna lésas pa
detta satt.



