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Dubbelintegraler

Lat f : R? — R vara kontinuerlig och D C R2.

Dubbelintegralen [ p f(z,y) drdy tolkas som volymen med tecken, mellan gra-
fen z = f(z,y) och omradet D, i xy-planet.

Den formella definitionen bygger pa idén att dela in D i sméa rektanglar och
summera volymen av ritblocken de bildar, dar dV = f(x,y) dxzdy.

Inspektion

Ett sdtt att berdkna dubbelintegraler &r genom inspektion. Déar utnyttjas fol-
jande egenskaper:

e Dubbelintegralens betydelse, dvs. volym med tecken.

e Symmetrier, t.ex. att en funktion som &r udda med avseende pa z och
integreras over ett symmetriskt omrade i x-led, ger integralen O.

e Linjaritet: [[,(af +Bg)dzdy = o [[, fdzdy + B [[,gdedy (o, B € R
konstanter, f,g : R? — R).



Fubinis sats for axelparallella rektanglar

En annan teknik for att berdkna dubbelintegraler dr genom anvindning av Fu-
binis sats.

Def. Lt a,b,¢,d € R s& att a < b och ¢ < d. Mangden A = {(z,y) €
R?|a<z<b c<y<d}=la,b]x]|cd] kallas en axelparallell rektangel
i planet.

Sats. Lat A = [a,b] X [c,d] axelparallell rektangel och f: A — R konti-
nuerlig. Da géller

//Df(:v,y)d:cdyZ/cd </abf(m,y)d:c> dyz/ab </Cdf(x,y)dy> dz.

Anmaérkningar:
e Variabeln som ej integreras 6ver betraktas som konstant.

e Integration 6ver x forst eller y forst ger samma resultat, men berdknings-
tekniskt kan skillnaden bli stor.

Notationsméssigt skrivs parenteser sillan ut; integralen ldses inifran och ut.

Fubinis sats for reguljara omraden

Fubinis sats kan dven utvidgas till mer generella omraden &n axelparallella rek-
tanglar, ndrmare bestdmt reguljira omraden.

Def. Lat D C R? vara kompakt. D kallas reguljirt i z-led om D kan
delas upp i dndligt manga delomraden D1, ..., D,, pa formen

D; ={(z,y) | a; <z < bj, () <y < Bi(w)},
dir oy, 8; € C1 och a;(z) < Bi(z) for alla x € [ay, b).

Anmirkning. Ett reguljart omrade i y-led definieras analogt. Ett omrade ségs
vara reguljart om det &r reguljéart i bade x- och y-led.

Sats. Lat
D:{(Z’y) | agxgb,a(x) Syﬁﬂ(m)}

med o, 3 € C! och lat f : D — R vara kontinuerlig. D4 giller

[ sty dway = | b ( / f:)ﬂx,y) dy) dr.

Med ovanstaende sats kan en dubbelintegral 6ver ett reguljart omrade berdknas
genom att tillimpa satsen pa varje delomrade och sedan summera bidragen.



Nollméangder

En mingd N C R? kallas for en nollmiingd om man for alla tal € > 0 kan ticka
N med &ndligt manga axelparallella rektanglar vars totala area dr hogst e. Om
randen 9D av en mingd D &r en nollméngd kallas D kvadrerbar.

Variabelbyten

Likt med envariabelintegraler kan variabelbyten genomforas dven i dubbelin-
tegraler for att pa olika sdtt forenkla integralberdkningen. Nedanstaende sats
sammanfattar forfarandet vid variabelbyte i dubbelintegraler. Notera &ven att
teorin naturligt generaliserar till fler variabler.

Sats. Betrakta den kontinuerliga funktionen f : R? — R och lat

x(u,v)
U, v) =
Plu,v) [y(% v)}
vara en vektorvird bijektiv C'-funktion som beskriver ett koordinatbyte
mellan variablerna (z,y) och (u,v). Lat vidare omradet D C R? i xy-
planet avbildas pa omradet E C R? i uv-planet, det vill siiga @(E) = D,
och antag att D och E bada ar 6ppna, begriansade och kvadrerbara. Om

Jacobideterminanten
ox ox
dle) _dxy) _|ou v
d(u,v)  d(u,v) ?TZ g%

vidare ar nollskild i hela E géller
d
(x,y)‘ dudv.
d(u,

[ s dzay = [[ | GE2

Satsen kan, precis som i envariabelfallet, tillampas for att pa olika sdtt omvandla
integranden s& att integralen blir mer lattberdknelig med andra integrationstek-
niker, exempelvis Fubinis sats. Till skillnad fran envariabelfallet kan dock &ven
omradet 6ver vilket vi integrerar paverka svarigheten vid integralberdkningen.
Med ett vil valt variabelbyte finns mdéjligheter att omvandla komplicerade om-
raden till enkla omraden sasom axelparallella rektanglar, 6ver vilka det kan vara
lattare att tillampa andra integrationstekniker.

Integration med hjalp av nivakurvor

Sats. Lat g : RZ — R vara C!, h : R — R vara C° (kontinuerlig), och
D C R? vara en kompakt och kvadrerbar mingd. Antag att D beskrivs
av a < g(z,y) < b. Lat vidare A(u) = p({(z,y) € D | g(x,y) < u}), dar
1 betecknar arean. Da géller

/ /D h(g(x, y))dudy = / * B4 ) du



Anméirkning. Metoden kréver att integranden har en speciell form, samt att
vi kan berdkna A(u) explicit.

Bevisidé. Reducera integralen till en envariabelintegral genom att integrera
ldngs gradienten till h.

Generaliserade integraler

Dubbelintegralen / / f(z,y) dxdy kallas generaliserad om
D

(i) D &r en begrinsad méangd men f ar obegrinsad pa D
(ii) D &r en obegrinsad méangd
Anmérkning. En integral kan vara begriansad pa flera sitt samtidigt.

Generaliserade integraler hanteras allmént genom att skapa en f6ljd av delméng-
der D,, C D, 41 didr D,, — D da n — oo som isolerar problemomradet. De tva
typerna hanteras enligt foljande:

(i) D,, fas genom att skiira bort mindre och mindre delomréden av D runt
punkterna dér f — 4oo

(ii) D, fas genom att ta storre och storre men begrinsade delomraden av D.

Om f vixlar tecken kan gransvirdet bero pa hur man véljer D,, eftersom tecknet
gor att integralerna 6ver olika delomraden kan ta ut varandra pa olika satt. For
f(z,y) > 0 har vi helt enkelt

I = lim // f(z,y) dedy
n—oo Dn

Ifall man vill hantera f med véxlande tecken kan en uppdelning goras av f i tva
positiva funktioner enligt

f:f+_f_a
dir fT = flz,y) da f(z,y) >0
0 da f(z,y) <0
och f~ =4 @) daf(z,y) <0
0 da f(z,y) >0

Med denna kan man bryta upp integralen i en positiv och en negativ del och
integrera dessa var for sig enligt

//D f(z,y) dedy = //D fH(z,y) dedy — //D f(z,y) dzdy.

Ett véldefinierat virde pa denna integral fas endast om bada integralerna kon-
vergerar, d.v.s. att integralen dr absolutkonvergent (|f| = f* + f7).



Anmirkning.

// |f(x,y)| dedy konvergerar

D

== // fT(x,y) dzdy och // /™ (x,y) dzdy konvergerar.
D D



