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1 Partiella derivator och notation (féreldsning 1)

Flervariabelanalys baseras pa att analysera funktioner av typen f : R"™ — R™,
dér funktionen f dr en funktion av n variabler. Om m =1 &r f skaldrvird, om
m > 1 ar f vektorvird, och om m = n kan f tolkas som ett n dimensionellt
vektorfalt. Om funktionen f &r vektorviird kan den goras skaldrvird genom att
dela upp den enligt:

(X1, ey @) = f(@1, @) = ([1(T1, oo Tm)y ooy fin (@15 ooy T )) (1)

dar f1,..., fm : R = R i ekvation .

Nér derivatan av en flervariabelfunktion omtalas haller inte langre formulering-
en for envariabelsfunktioner (som &r ett specialfall av flervariabelfunktioner), da
gransvirden blir knepigare att berdkna. Om n = 1 i ekvation finns en rikt-
ning, namligen ldngs x-axeln. Daremot, om n = 2 finns istédllet oo riktningar.
Dérfor brukar derivatan analyseras i en specifik riktning foér flervariabelfunk-
tioner. Sadana derivator kallas riktningsderivator. Ett specialfall av sadana &r
partiella derivator.

Dessa definieras i enlighet med def. 2.1.1 i kurslitteraturen, sid 46. For enkel-
hetens skull setts nu n = 2, alltsd f : R? — R. f definieras i en omgivning av
(a,b). De partiella derivatorna till f(a,b) blir da:

8.f 1 f(a+h7b)_f(a7b)
a0 (@) = i h @
af T f(aab+k)_f(a’ab)
gy (@0) = fimy i - @)

Alltsa betraktas den ena variabeln som konstant. I ekvation ar det y som
halls konstant, medan det i ekvation ar x.

Virt att anmérka dr att partiella derivator i sig inte kan antyda differentier-
barhet. For detta generaliseras istillet de kvotlosa definitionerna (fran envaria-
belsanalysen) istéillet ges begreppet differentierbarhet (se: ).

2 Differentierbarhet (féreldsning 2)

Om en funktion f(z,y) : R?> — R #r definierad i en omgivning runt en punkt
(a,b) och differentierbar i denna punkt (a, b) betyder det att det finns konstanter
A, B och det finns en funktion p : R? — R si att f(x,y) uppfyller

fla+h,b+k)= f(a,b) + Ah + Bk + p(h, k)\/h? + k2 (4)

dér p(h, k) — 0da (h,k) — 0,0). Detta kan liknas grafiskt sett som att det finns
ett unikt plan som tangerar funktionen f(z,y) i punkten (a,b). Konstanterna A



Figur 1: Roda planet tangerar den grona punkten pa ekvationen

och B i ekvationen ar %(a, b) = A och g—g(a, b) = B vilket kan ses d& man
sétter antingen h eller k som noll och sedan 16ser ut A eller B i ekvationenfd]

Som i envariabelsfallet med deriverbarhet sa implicerar differentierbarhet i en
punkt (a,b) dven att funktionen &r kontinuerlig i denna punkt. Detta ses enkelt i
ekvationen (4) innan da man later (h, k) — (0,0). Om en flervariabelsfunktion &r
differentierbar i (a, b) betyder det ocksa att alla partiella derivator till funktionen
existerar i (a, b).

Att en funktion &r differentierbar kan ses genom att alla dess partiella derivator
existerar overallt och dr kontinuerliga funktioner. D& sédgs funktionen tillhora

ct.

3 Forelasning 3

4 Kedjereglin

Kedjeregeln inom matematiskanalys ar en regel for hur man hanterar derivering
av sammansatta funktioner, alltsad funktioner f och x som mdojliggér samman-
sattning f oz (f(x)) . Hir kommer kedjeregeln beskrivas utifran tre olika fall,
kedjeregeln i en variabel, flera variabler och hur kedjeregeln fungerar generellt.

4.1 En variabel

For kedjeregeln i en variabel definieras funktionerna f och x, som f : R — R och
x:R" - R, dir t € R™. Vid derivering av f med avseende pa ett godtyckligt



t;, beréknas detta pa foljande sdtt:

of _df o=
8Tj o dzr 8tj (5)

4.2 Flera variabel

I fallet dar f och x definieras som f : R™ — R och x : R — R™ och ¢t € R, riknas
den derivatan med avseende pa t som foljande:

Of _ Of dz1 Of dwn

o omat T on @ (6)

Formen pé ekvation [f] bevisas i sats 4, kapitel 2.3, pa sida 66-67, i kurslitera-
turen i R? och pa Canvas under innehall for lisvecka 1. Att formen ser ut som
den gor verkar dock inte helt orimligt. Om man inser att varje x;(¢) till och
med x,(t), involverar den oberoende variabeln ¢, maste varje funktion deriveras
med avseende pa den oberoendevariabeln. Detta ger en intuitiv kénsla over att
formens utseende inte verkar helt orimlig.

4.3 Det allmanna fallet

For det allménna fallet tas idén fran de tidigare fallen och kombineras. Funk-
tionerna f och x definieras nu som f : R” — R och z : R™ — R"”, dar t € R™.
I detta fall deriveras f med avseende pa ett godtyckligt ¢; som i forsta fallet,
men t; paverkar ocksd alla x;(t) till och med z,(t) och beréknas darfér som
foljande:
Of _0J0m . O 0o (7)
8tj 8901 8tj 390” at]‘

5 Gradienter och riktningsderivator (Foreldsning
4)

Gradienten till en funktion f(z1,...,x,) ir en vektor bestaende av funktionens
partiella derivator, och den betecknas V f = (ﬂ ﬁ) = grad(f). Istéllet

Ox1’ " Oxy,
for att derivera langs koordinataxlarna kan vi nu hitta derivator i en godtycklig
riktning. Med riktningsderivata menas foréndringshastigheten i en viss riktning
given av en vektor t. Riktningsderivatan i en punkt ges av:

fa=V/f-a

Genom att skaldrmultiplicera har vi nu blivit av med vektorerna och istéllet
fatt en skaldr, som motsvarar forandringshastigheten av funktionen i den givna
vektorns riktning. Tank pa att vektorn alltid vara en enhetsvektor, d.v.s. lingden
av den ska vara ett, eftersom vi endast ar intresserade av dess riktning.



5.1 Egenskaper for riktningsderivator och gradienter

Eftersom riktningsderivatan &r en skaldrprodukt kan vi gora ett antal observa-
tioner.

fa=Vf-a=|Vf||alcosé

dér 0 dr vinkeln mellan vektorerna. Eftersom 1 dr en enhetsvektor, har den langd
ett. Alltsd blir riktningsderivatan storst at det hall som gradienten i punkten
pekar at, eftersom 6 = 0. Gradienten i en punkt pekar alltsa at det hall som vi
ska réra oss mot, for att fa storst fordndring. Minst fordndring (storst negativ
forandring) far vi i precis motsatt riktning, d& vinkeln mellan V f och @1 &r § = 7.

Gradienten har egenskapen att vara normalvektor till tangerande plan till ni-
vaytor, d.v.s till tangentplan till funktioner p& formen, f(x1,...,z,) = C dér
C eR.

6 Derivator av hogre ordning

Derivata av hogre ordning kan ha lite olika notation i flera variabler. Vanliga
satt ar

0%f
0xjxy (8)
0 [0*f
o, (520) ¥
faon (10)

I fallet dar j = k kan féljande notation anvindas

o2 f
pra (11)

Detta dr notation for andra derivata i tva variabel fallet men notationen ser
likadan ut for derivata av hogre ordning.



6.1 Tva variabel fallet

Om vi har en funktion f, ,) som beror pi de tva variablerna x och y finns
det 4 olika sétt att ta fram en andra derivata pa. Forst och framst att derivera
med avseende pa x tva ganger i rad f2 . Sen har vi fallet dir vi deriverar med
avseende pa y tva ganger i rad f;’y Vi kan ocksa derivera med avseende pa x
férst och sen y samt tvért om vilket ger f; och f.. Det kommer visa sig att
det inte spelar nagon roll i vilken ordning man deriverar variablerna alltsa att

g’c’y = é’x i tva variabelfallet.

6.2 Clairouts Sats

For derivata i hogre ordning finns en sats som heter Clairouts sats men innan
vi formulerar den behévs lite terminologi.

6.2.1 Terminologi

Vi later f : R™ — R och vi later D vara en 6ppen och sammanhingande méngd
D CR™. f € C*(D) Innebir att funktion f &r de funktioner i D som ir k ganger
deriverbara dar k dr ett heltal £ > 0. Om f:s partiella derivator av grad < k
existerar och dr kontinuerliga pa hela D kan Clairouts sats formuleras.

6.2.2 Sats

For k > 2 siiger Clairouts sats att om f € C*(D) sa spelar det ingen roll i vilken
ordnig vi deriverar de olika variablerna upp till grad 2. T.ex. i k = 3 fallet géller

ne__ g1 __ g
zxy ~— Jxyxr — Jyzxz*

6.2.3 Bevis

Bevis av satsen finns pa sida 87-88 Sats 9 i boken Analys i flera variabler,
Persson-Baoiers. Beviset bygger pa att bevisa att satsen géller for tva variabel
fallet med hjalp av medelvardesatsen och sedan utoka till det allménna fallet
med hjalp av ett induktionsbevis.
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