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1 Dubbelintegraler

En flervariabelfunktion har inte en entydig derivata, och dérfér finns det ingen (uppenbar) generalisering
av begreppet primitiv funktion, generaliserad integral, eller en sats motsvarande analysens huvudsats for
funktioner i en variabel. Under den hir veckans foreldsningar fokuserades det pa integrering av funktioner
av tva variabler, f : R2 — R, d.v.s. dubbelintegraler, och hur man férfar nir dessa skall integreras. Mer
specifikt fokuserades det inledningsvis pa bestdmda dubbelintegraler. Vi antar tills vidare att f : R2 = R
ir en kontinuerlig funktion samt att méngden D € R? ir en kompakt (sluten och begrinsad) méngd. En
dubbelintegral av funktionen f(z,y) m.a.p. variablerna  och y, 6ver méngden D skrivs [[,, f(x,y) dz dy.
Informellt tolkas dubbelintegralen som volymen med tecken mellan grafen z = f(z,y) och omradet D i
zy-planet, se figur

z = f(z,y)

X

A

Figur 1: Figuren illustrerar hur [ p f(2,y) dz dy kan tolkas som volymen (med tecken!) av kroppen
som ligger mellan omradet D i xy-planet och en funktionsyta z = f(x,y) ovanfor D.

Idén ar att dela in omradet D i sma rektanglar och summera volymen av riatblocken som bildas mellan
omradet D och funktionsytan. Detta kan goras mer rigorést med hjélp av Riemannsummor. Har kravs att
randen till D &r snéll, sa att den totala arean av rektanglarna som téicker randen gar mot noll da indelningen
forfinas. En naturlig fraga som kan formuleras &r; hur berdknas dubbelintegraler? For att besvara fragan,
presenteras nu fyra berékningstekniker.



1.1 Berdkningstekniker

A. Inspektion. Hir kan man utnyttja att dubbelintegraler beskriver volym med tecken, och dirmed ut-
nyttja att vi kénner till volymen foér nagra kroppar sasom cylindrar osv. Vidare har dubbelintegraler drvt
enkelintegralernas linearitetsegenskap, vilket darfor kan utnyttjas med fordel. Linjaritetsegenskapen for dub-

belintegraler innebar att
// (af + Bg)dzdy = a// fdzderB// fdzdy.
D D D

Vidare kan dubbelintegralen delas upp genom att dela upp méngden D i olika delméngder D;, i € N. Om
tex. D = D1 UD2 och D1 ﬂDQ = @, sa, galler att

//Dfdxdy—//leda:der//DQfdxdy.

Att leta efter symmetrier inom matematiken &r en bra idé, och detta fall &r inget undantag. Under forelédsningen
forklarades exempelvis att dubbelintegralen av en udda funktion m.a.p. pa en variabel 6ver ett symmetriskt
omrade m.a.p. samma variabel ar 0.

En annan viktig observation &r att medelvirdet av f pa D ér:

) //
f(z,y)dzdy,
w(D) JJp (=)
dér p(D) &r arean av omradet D, d.v.s. u(D) = [[,1-dxdy.

B. Fubinis sats. Fubinis sats séiger att en dubbelintegral kan bestdmmas genom att berikna tva itererade
enkelintegraler. Satsen majliggor saledes att tekniker fran envariabelanalysen utnyttjas. Mer om Fubinis sats
i avsnitt 2.

C. Variabelbyten. Beskrivs ndrmare i avsnitt 3.

D. Nivakurvor. Beskrivs ndrmare i avsnitt 4.

2 Fubinis sats

2.1 Fubinis sats for axelparallell rektangel

For att forsta Fubinis sats for axelparallella rektanglar maste vi forst fa en forstaelse for vad axelparallella
rektanglar dr. Axelparallella rektanglar ar rektanglar vars sidor dr parallella med koordinataxlarna. En mer
formell definition foljer nedan.

Definition
Lat a,b,c,d € R s.a. a < b,c < d. Miangden
A:{(x,y)eRzzanSb,c Sygd}:[a,b]x[c,d]

kallas en axelparallell rektangel i planet, dir [a,b] x [c,d] &r en kartesisk produkt av intervallet.

Fubinis sats, (6.1.2, 6.1.3)
Lat A = [a,b] X [e,d] vara en axelparallell rektangel och f: A — R. D4 giller

//Df(:zz,y)dxdy—/cd </abf(:z:,y)d:1:> dy—/ab </Cdf(:c,y)dy> dz.

Notera att vi betraktar variabeln vi inte integrerar éver som konstant i den inre integralen. Kortfattat sdger
Fubinis sats alltsa att resultatet dr detsamma om vi integrerar 6ver x eller y forst. Daremot kan det bli en
avsevérd skillnad berdkningstekniskt. Vidare skrivs parenteserna for de itererade integralerna séllan ut.



3 Riemannsumma och integrerbarhet

Definition av en partition av intervallet [a,b] &r en dndlig f6ljd av a = 2o < 21 < ... < z,, = b. Givet en
axelparallell rektangel A = [a,b] X [c,d] ddr vi har partitioner

a=x9<x1<.<xp=2>0
c=yYyo <N <.<Yn=d

(*)-

Vi delar upp partitionerna i delintervall [z;,x;41] dér ¢ = 0,...,n — 1 och [y;,y;41] dér j = 0,...,m — 1. Detta
ger A som en partition av m - n delrektanglar [x;,2;41] X [y;,y;41]. For att fa en godtyckligt fin indelning
ska arean i varje delrektangel ga mot noll.

Om vi har en funktion ® : A — R kallas den en trappfunktion om det existerar en partition (*) sa att ® har
konstant vérde ¢;; pa [x;,2i41) X [Y;,y;+1). Vardena pa kanterna gor ingen skillnad pa grund av nollméngd.
Dubbelintegralen av trappfunktionen ® 6ver A definieras som:

n—1m-—1
//A O(zy)dedy = > cij(@iv1 — i) (Y41 — ;)
i=0 j—=0

En funktion f, dir f : A — R och dr begriinsad, siigs vara Riemannintegrerbar éver A om det Ve > 0
existerar det trappfunktioner ®. och ¥, pa A sa att:

(1) @e(zy) < flay) < y), V(zy) €A
(i4) // xy) dedy — // z,y)dzdy < e.

Giller () och (i7) kan vi definiera dubbelintegralen av f éver A som

// flzy dxdyfhm// T,y d:cdyfhm// x,y) dz dy.

Anvéandningen av Riemannsummor for integraler kan ge ett bevis for triangelolikheten. Om f &r en konti-
nuerlig pa A géller det att

> F (&

k=1

dir p(Ag) dr arean av delrektangeln och f(&x,mx) ér den valda punkten i den slutna delrektangeln Ay. Nir vi
har en obegréinsat forfinad indelning av delrektanglarna, alltsa att arean gar mot noll kan vi skriva summorna
som dubbelintegraler och far ddarmed

'//Af(x’y)dxdy‘S//A|f($ay)|dxdy.

4 Integration 6ver godtyckliga omraden

n

Z (&komi) | 1 (Ak)

k=1

Vid berékning av integraler skiljer sig funktioner av fler variabler fran fallet av funktioner av en variabel.
Exempelvis saknar en funktion av fler variabler en generell primitiv funktion vilket forsvarar integrering.
Déremot ar det fortfarande mojligt att integrera funktioner av fler variabler 6ver ett godtycklig omrade vilket
vi kommer se dr mojligt genom att inféra nagra nya begrepp.

Definition

En méingd N i planet kallas en nollmingd om vi for varje tal € > 0 kan técka 6ver N med &ndligt manga
axelparallella rektanglar vars sammanlagda area dr hogst €. En méngd D kallas kvadrerbar om dess rand
ar en nollméngd.



Tillsammans med definitionen fér en nollméngd och en kvadrerbar méngd foljer 3 lemman. Dessa kommer
komma till anvindning for att pavisa en sats for integration 6ver ett kompakt omrade.

Lemma 1. Grafen av en kontinuerlig funktion av en variabel, f(z), i ett slutet intervall, a < x < b, utgor
en nollméngd.

Detta blir intuitivt av att grafen av en kontinuerlig funktion av en variabel kan ses som en sammanhéngande
linje och att en linje kan stédngas in i en oéndligt liten area < e.

Lemma 2. Antag att f ar likformigt kontinuerlig och begrdnsad pa en kvadrerbar méngd D. Da &r f
integrerbar Gver D.

Att f kan integreras O6ver ett omrade i méngden D &r kanske sjdlvklart. Sedan att f kan integreras Gver
randen som &r en nollméngd klargbrs av lemma 3.

Lemma 3. Varje begrinsad funktion f &r integrerbar 6ver en nollméngd N och

//Nfdxdyzo.

Varfor lemma 3 géller beror pa att en integration 6ver en nollméingd &r en integration pa en méngd vars area
ar godtyckligt liten. Detta kan jamforas till att integrera en funktion av en variabel 6ver en ensam punkt
vilket framstéller samma resultat. Med hjélp av dessa lemman, och tillsammans med Fubinis sats, foljer en
sats fran boken Analys i flera variabler om integrering av en kompakt méingd i planet.

Figur 2: En kompakt méngd D i planet.

Sats 4. Om f ar kontinuerlig pa en kompakt méngd D sa &r f integrerbar 6ver D och

femydedy= [ ([ rew)dy) do.
/l [,

Den itererade integreringen i hogerledet kan forklaras av att man forst integrerar 6ver y mellan funktionera
B(x) och a(x), beroende av en variabel, z, vilket av lemma 1 och 2 m&jliggdr en integrering av méngden
D. Dérefter integreras funktionen ¢ver x pa ett delintervall a < z < b. Den omvénda ordningen av den
itererade funktionen giller ocksa diar man forst integrerar 6ver & och sedan y. I det fallet kommer funktionen



integreras 6ver x mellan tva funktioner pa randen som &r beroende av y istéllet for z och dérefter integreras
funktionen 6ver y pa ett delintervall ¢ <y < d.

5 Variabelbyten av dubbelintegraler

Variabelbyte bygger pa att omvandla integrationsomradet E i xy-planet till ett plan av en integrand till ett
annat, enklare omrade D i uv-planet. Detta genomfors med en avbildning fran xy-planet till uv-planet, sa
att © = Fj(u,v) och y = Fy(u,v) och multiplicera integranden med Jacobideterminanten, d(u,v)/d(z,y) av
avbildningsfunktionen. Formellt lyder satsen om variabelbyten:

Sats 6.4.6

Om F :R? —» R?, F = (F|,Fy) #r en bijektion som avbildar ett omrade E i uv-planet till ett omarde D i
xy-planet s& att x = F;(u,v), y = Fy(u,v) och F € CL. Givet att E och D ir éppna, begrinsade, kvadrerbara
och att att Jacobi-determinanten J(u,v) # 0 i E. Da giiller att

or on
//D g(zy) dz dy = //Eg(F(u’U)) | Jr(uw)|dudo, dir Jp(uw) = 88;:2 86‘;’2 .
ou  Ov

5.1 Linjar algebra och intuition for sats 6.4.6

Intuitivt kan variabelbytet beskrivas med dess differentialer sa att Jacobimatrisen avbildar x och y pa u och
v:

Oxr O
{dx] _|ou dv {du]
ou

Detta géller da do = dz/du-du+ dx/dv-dv och pa samma sétt for dy. Geometriskt kan da dy betraktas som
area av ett infinitesimalt litet delomrade i zy-planet och du dv som ett infinitesimalt litet delomrade i uov-
planet. Avbildningsmatrisen omvandlar fran xy-planet till uv-planet for respektive omrade, och geometriskt
representerar determinanten av en avbildningsmatris area fordndringen mellan omradena. Alltsa kan skal-
ningsfaktorn som variabelbytet medfor beskrivas med Jacobideterminanten, sa att dedy = |J(u,v)| - dudv.

5.2 Ett vanligt exempel - polidra koordinater

Ett aterkommande variabelbyte dr det bytet till poléira koordinater sa att

x(r,0) = rcos(6)

F(r,0) = {y(r,@) = rsin(6)

med Jacobideterminanten Jg(r cos(6),rsin(f)) = r. Utdver detta dr Jacobideterminanten # 0 och F bi-
jektiv for alla (z,y) # (0,0). Detta medfor att variabelbytet &r giltigt enligt sats 6.4.6 V(x,y) # (0,0).
Detta variabelbyte kan anvindas for att till exempel berdkna en integral i ett cirkuldr omrade, sasom
D = {(z,y) : 1 < 2?2 +9? < 2,0 < y}. Motsvarande omrade, E, fér D i rf-planet blir en axelparallell
rektangel E = {(rcos(d),rsin(f)) : 1 <r < 2,0 <6 < 7} (se figur [3).
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Figur 3: Figuren illustrerar ett variabelbyte fran omradet D = {(z,y) : 1 < 22 +y? < 2,0 < y}
i zy-planet till ett omradet E = {(rcos(f,rsin(f)) : 1 < r < 2,0 < 0 < 7w} i rf-planet med
variablerna & = rcos(f) och y = rsin(f). Alltsa representeras ett cirkelbage omrade D som en
axelparallel rektangel.

Volymen av exempelvis ytan z = |x| 6ver omradet D &r ddrmed lika med ytan z = |r cos(6)| - r dver omradet
FE, vars konkreta berdkning kan ses i ekvationen

//D ol drdy = /[E |7 cos(6)] - 7 drdf =

V2

V2 w/2 3 _
:/ r?dr- 2/ | cos(0)] d6 = {T] -2 [sin(9)]5/* = 422
1 0 3 1 3

6 Integration med nivakurvor

Av de 4 huvudsakliga verktygen vi har till vart férfogande nér vi loser dubbelintegraler utgor nivakurvor
den sista av dessa. Idén bakom paminner geometriskt om Fubini, men har vill man istéllet dela upp ldngst
en sa kallad nivakurva for en given funktion i 2 variabler.

Foljande sats kommer ge oss en metod att anvéanda vid integraler pa formen:

/| mataasay.

Lat g : R? = Rvara C', h: R = R vara CY och D C R vara en kompakt samt kvadrerbar mingd. Observera
hér att g &r en funktionsyta sa att vi far motsvarande nivakurvor g(z,y) = u;. Antag nu att

Sats (Ekvation 29 s.271)

a<g(zy)<b VzeD.

Detta leder till att omradet D kan delas upp i oéndligt manga och sma delomraden A;, som begrénsas av
sin motsvarande nivakurva g(z,y) = u;.

Som f6ljd later vi areafunktionen A(u) vara arean av ett av dessa begrénsade omraden.
Aug) = p{(zy) € D= g(wy) <us}), j=1.m.

Den avgorande idén for satsen, ar att vi nu genom att summera alla dessa oédndligt sma delomraden, sa
kommer g(x,y) approximativt fa virdet w;, ddrav far vi som f6ljd att h(g(x,y)) = h(u;) sa att h kan ses
ungefdr som en konstant. Integranden i helhet &r nu konstant pa nivakurvorna och vi kan slutligen skriva:



/ /D h(g(w,y)) du dy = / * h) A () e

Observationer
Metoden kréaver att:

e integranden har speciell form (den ska finnas i omradet D),

e samt att A(u) kan beriiknas explicit.

7 Generaliserade integraler

7.1 Generaliserade integraler med positiv integrand

Vi har upp tills nu bara studerat dubbelintegraler av begrinsade funktioner pa begrinsade omraden.
Generaliserade dubbelintegraler kan ha obegrinsade funktioner och obegrinsade omraden. Det &r
dock inte tillrdckligt att undersoka om dessa integraler har ett virde, som illustreras av funktionen
flz,y) = zy(2 — zy)e~*¥. Om man forst integrerar x, och sedan y far man vérdet 0, medan y och sen
x ger virdet 1. Vi borjar med att definiera konvergens och divergens for generaliserade integraler med
positiva integrander.

Definition:
En avskdrning av Q for f dr en begridnsad, kvadrerbar méngd D C ) sadant att f &r begrdnsad i D.

Definition:
Den generaliserade integralen

/ /Q f(z,y) dz dy

ar konvergent om

{// f(x,y)dxdy | D avskiirning av Q}
D

4r uppat begrinsad, annars ir integralen divergent. Med detta kan vi utéka var definition av konvergens till
integrander som inte nédvéndigtvis dr positiva. Betrakta

0 annars

) = {f(w) om f(z,y) >0

_ 0 om f(xz,y) >0
@y = (9)
—f(z,y) annars.
Vi far att |f| = f* 4 f~. f séigs da vara konvergent om [, |f(z,y)|dz dy dr konvergent. Konvergens kan

ocksa visas med olika metoder, som att anvinda sig av variabelbyte for att reducera dubbelintegralen till en
envariabelintegral, och sedan visa konvergens for den.
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