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1 Volymberikningar

1.1 Geometrisk tolkning av dubbelintegraler

Lat f(z,y) : R?> = R och g(z,y) : R?> = R och D C R?

om f(z,y) <z <g(z,y) V(z,y) €D

sa representeras volymen mellan funktionsytorna z = f(x,y) och z = g(x,y)
over omradet D av:

H(K) = / /D o(@y) — f(z,y) drdy 1)

1.2 Geometrisk tolkning av trippelintegraler

Volymen av samma kropp K kan dven berdknas genom att integrera en 1:a med
avseende pa volymelementet dV = dz dy dz. Alltsa géller foljande:

u(K):///Kldxdydz (2)

Om exempelvis z kan uttryckas som funktioner a(x,y) : R? — R och B(x,y) :
R? — R kan trippelintegralen istéllet &verforas till en dubbelintegral:

u) = [[ ] f()) d)dody= [[ s - alepydsay )

dir z = f(x,y) och z = a(x,y) ir de tva funktionsytor mellan vilken volymen
skall beriiknas och E projektionen av kroppen pa xy- planet. Saledes 6verfors
beriéikningarna pa en dubbelintergral. Givetvis kan berédkningarna ske i en annan
ordning.

1.3 Val av metod for volymberikning

Oftast kan en trippelintergral 6ver en kropp K med en 1:a som integrand direkt
overforas pa fallet med en dubbelintegral som i (3). T vissa fall kan det didremot
vara praktiskt att gora ett variabelbyte redan i trippelintegralen for att férenkla
berékningarna.



2 Multipelintegraler

Malet med denna sektion &r att berdkna volym av det n-dimensionella enhets-
klotet respektive ett n-dimensionella klot med valfri radie r. Liksom for trippelin-
tegraler fungerar Fubinis sats, integrering léangst nivaytor och variabelbyten for
multipelintegraler som kommer anvéndas nedan.

2.1 Notation

Givet en funktion f : R®™ — R skriver man forkortat en multipelintergral av
grad n som

/.../f(atl...xn)dxl...dxn:/f(f)df (@)
dar T € R™.

2.2 Sats: Rekursionsformel for n-dimensionellt enhetsklot

Lat B, = {z € R"|||z]] < 1} beteckna enhetsklotet i R™ och p, = [5 dz
beteckna dess volym. Da géller:

H1 = 27“2 =T, (5)

2
Hn = iun_z,Vn >3 (6)
n

2.3 Lemma: Volym av n-dimensionellt klot med godtyck-
lig radie

Givet r > 0 1at B,,, = {T € R"|||z|| < r} beteckna n-dimensionellt klot med
radie r och p(By,,) dess volym. D4 gller:

1(Bny) = " pin, (7)

dér p, dr volymen av n-dimentionella enhetsklotet

2.4 Bevis av lemmat

Definitionsméssigt ges volym av ett n-dimensionellt enhetsklot av
WBo)= [ do ®)
Izl<r
Genom att utfora variabelbytet 7 = rZ kan man skriva om integralen till
WBo) = [ g =1, )
lyl<1

dér r™ &dr jacobideterminanten for variabelbytet.



2.5 Bevis idé for satsen

Unga fran definitionen for volymen for B,,. Genom att applicera Fubinis sats pa
multipelintegralen kan man dela upp den i en dubbelintegral med avseende pa
ZTn_1,Zn och en multipelintegral av grad n — 2 med avseende pa z1,..., T, 2.
Efter berikning av de nya grinserna och den inre dubbelintegralen bor man fa:

n—2
Mn = 7T/ (1 — Z $i2> dl‘l . dl‘n_g (10)
Brn-2 i=1

Tintegrera i detta steg lings nivaytorna f6r funktionen g(z1, ..., Tp—2) = Z?:_lz X2

och berdkna motsvarande V’(u) med hjilp av lemmat. Integralen skrivs da om
till:

Ln =7T/O 1 —u)V' (w)du=...= ~Hn—2 (11)

2.6 Sluten formel for u,
2.6.1 Gammafunktionen

I denna sektion visar vi en sluten formel f6r volymen av n-dimensionella enhets-
klotet. For detta kommer vi behéva anvianda gammafunktionen som definieras
enligt

I'(z) = / t*~le~tat (12)
0
dér z € C, Re(z) > 0.

Gammafunktionen har foljande anviéindbara egenskaper som behovs for att be-
visa den slutna formeln f6r u,

I(z+1) =2I'(2) (13)
I'(n+1) =nl (14)
r() =V (15)

2.6.2 Formel for u,

Den slutna formen for u,, kan dédrmed skrivas som

,Vn > 1. (16)



2.6.3 Bevis idé

Antag att formeln géller for n = 1 och n = 2. Tag n > 3. Enligt den slutna for-
meln som ska bevisas och gammafunktionens egenskaper kan sambandet mellan
tn OCh pi,_o skrivas som:

MBS

Hn ™ F(an—’—l)_ _21 (17)
2 T(3+1) 7252 7 om

vilket stimmer med rekursionsformeln for p,,.

2.7 Area av en n-dimensionell sfiar

Lat S, = {Z € R"|||z|| = 1} beteckna n — 1-
dimensionella sfiaren med radie 1 i R™. Ytan av den-
na sfar kan tolkas som #ndring av volymen av mot-
svarande klot vid en infinitesimal #ndring av radien
r kring védrdet r = 1 som illustreras i figuren till
hoger.

Givet den slutna formeln for p,, kan detta skrivas som:

Ap = —(1(Bn,r)) == ) (18)

3 Ytor

3.1 Definition av parametriserad yta

Lat mingden D C R? vara kompakt och kvadrerbar. Bestim tv4 naturliga tal
k> 0ochn > 2. En C* funktion r: D — R™ kallas da parametriserad Ck'—yta.

3.1.1 Anmirkning och notation

I kursen kommer endast fallet n = 3 betraktas vilket medfér att r: D — R3
och parametriseringen skrivs ofta med s och ¢, alltsa (s, t) — r(s,t). Vi kommer
dven anta att r € CL.

3.2 Ytarea

Vi studerar en infinitesimal axelparallell rektangel i D som avbildas med r pa
en parallellogram, se figur 1. Med hjilp av kunskaper fran linjir algebra kan
arean pa parallellogrammen bestdmmas till ||u x v|| dir u = r(s+ds,t) —r(s,t)
och v =r(s,t+dt) —r(s,t). Pa grund av att parallellogrammen &r infinitesimal

kan dessa likheter skrivas om som u = ar ds och v = a dt vilket leder till att

Os ot



(s,t +dt) (s+ds,t+ dt) r(s,t + dt) r(s +ds,t +dt)

S~y

(s.1) (s +ds,t) r(s,t) r(5+ds,t)

Figur 1: Infinitesimal axelparallel rektangel i D som avbildas med r pa en pa-
rallellogram dir vektorerna u och v ligger ldngs med sidorna.

0
den infinitesimala arean dS kan skrivas som dS = ||—r ;H ds dt. Den totala

ytarean av en parametriserad C' 1-yta ges ddrav av

or Or
//DdS—//DH%xEHdsdt. (19)

Det forsta specialfallet dr nir ytan Y ges av en funktionsgraf, alltsa Y =
{(z,y,2) | (z,y) € D C R% 2z = f(x,y)}. For att bestimma ytarean vill vi
berdkna de partiella derivatorna till funktionen och dérefter anvinda oss av

3.2.1 Specialfall 1

x
ekvation 19. Funktionen r kan i detta fallet skrivas som r = Y . De
fz,y)
r 1 Or 0
partiella derivatorna kan sedan beréknas till — = | 0| och — = |1 |.
333 / 3y f/
T Yy

Normen av deras kryssprodukt blir \/ (f2)?+ (f})? +1 och insittning av
detta i ekvation 19 leder till att

ytarean — / / \/ )2 )2 + 1da dy. (20)

3.2.2 Specialfall 2

Det andra specialfallet ar nivaytor till en funktion F: R® — R diir ytan Y d&
ges avY = {(z,y,2) | F(z,y,2) = C, (z,y) € D C R?}. Forst och frimst maste
vi anta att F, # 0 pa hela ytan Y for att undvika division med noll lingre fram.

Fran implicita funktionssatsen far vi att det existerar en funktion f sadan

E! F,

att z = f(x,y) och f. = —F och f, = F’
Inséttning i ekvation 20 och forenkling/ omskrlvmng ger oss uttrycket

IVF
ytarean = //(Y ||F’ ” (21)

. Detta fungerar lokalt.




ddr 7(Y") #r projektionen av F' pa zy-planet. Det gar dven att anvinda z eller
y istéllet for z i berdkningen ovan.

4 Kurvor

4.1 Parametrisering och orientering
Definition:

Lat a < boch vi har en funktion T : [a,b] — R™ dér ¢t — T(t) = (z1(t), 2(t), ..., xn(t))
som #r av klass C*. Funktionen kallas d& en parametriserad och orienterad C*-
kurva i R™.

Orienteringsbyte

Om vi byter T : [a,b] — R™ mot § : [a,b] — R™ sa kan §(t) beskrivas som
5(t) = T(b+a—t). Ndr man gor ett orienteringsbyte sa dr det samma kurva men
den &r bakldnges.

Parameterbyte

Parameterbyte behaller samma kurva (virdeméngd) och orientering men dndrar
vilka parametervirden som tillhér de olika punkterna.

Om T : [a,b] — R™ och 5 : [¢,d] — R™, C*-kurvor. De #r d& olika paramet-
riseringar av samma C*-kurva om Jp : [a,b] — [c,d] som i#r en viixande och
bijektiv C*-funktion sé att ¥(t) = 5(¢(t)) Vt € [a, b].

4.2 Hastighet,fart och acceleration

Tolka t som tid.

Definition

Lat T : [a,b] — R™ vara en Cl-kurva och t € [a, b]. DA kallas T'(¢) for hastigheten
vid tid t och ||'(¢)|| kallas farten vid tid t.
Om T ér en C?-kurva s #r T’(¢) accelerationen vid tiden t.

Lingd

Lat T : [a,b] — R™ vara en Cl-kurva.

Hastighetsvektorn T'(¢) dr tangent till kurvan i orienteringens riktning. Pa
infinitesimal tid dt ror sig da partikeln df = 7'(¢)dt med lingden ds = ||dF|| =
[|IT'(t)||dt. ds kallas lingdelementet pa kurvan. Den totala lingden L av kurvan

bestdms av , ,
L:/ ds:/ [T/ (t)||dt (22)



Sats

Lingden av en C'-kurva beror ej pa parametrisering eller orientering.

Specialfall

D4 kurvan #r en funktionsgraf i R2. I detta fall sker en naturlig parametrisering
enligt

T:fa,b] = R% 2 T(t) = er”x)]. (23)

Vilket i sin tur leder till att T/ (x) = {f%x)} och |[F/(z)|] = /12 + f'(z)?. Detta

betyder dven att

b
L= / V1+ f(x)2de. (24)
4.3 Skalarprodukt
Sats
Lat T: R - R™,¥: R — R” vara C'. D4 &r
d Lo — N
2 () -¥(t)) = (@) - v(t) +at) - ¥ (2). (25)

5 Tillampningar av trippelintegraler

5.1 Massa

Om ett foremal ockuperar ett kompakt omrade D C R® och har densiteten
p = p(x,y, z) ges dess massa av

M = /// plz,y, z)dedy dz. (26)
D
5.2 Medelvirde

Vi har en funktion f: R?* — R pa D da #r

- 1 v o) da Zﬁfffo(as,y,z)dxdydz
Jo= D) ///Df( ) dedydz = Sy dz (27)




5.3 Masscentrum

Masscentrum dr medelvirdet av positionerna av ett foremals massa.

da ar

1

5.4 Troghetsmoment

p.s.s. my och m;.

Om man har ett tréghetsmoment kring en axel L blir

Iy, :/// p-d?dxdydz,
D

dér d = d(x,y, z) dr avstandet fran (z,y, z) till L.

6 Kurvintegraler

6.1 Definition enligt kurslitteraturen

Da 7 € R?
Parametrisering ger 7 = #(t) = (z(t),y(t)),a <t <8

D4 ir kurvintegralen av filtet F = (P, @) lings kurvan ~ lika med

B 8
/ F(r(t)) - (1) dt = / Pa(t), y(t))e' () + Q(a(t), y(t))y/ (1) de

och betecknas med
/ﬁ-dm) = / Pdx + Qdy
Y Yy

6.2 Fysiktillimpning (av skaldrprodukt)

Antag att en partikel med massa m foljer en C%-kurva 7: [a, b] — R3.
Forandringen i kinetisk energi blir
1 1

e (= P [ 2
AE = 70 - 5@l

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)



Analysens huvudsats ger

AE = 1m/b 1||F(t)||2dt (34)
2 ), dt

b
AFE = %m/a %(r—"(t) -7 (t)) dt (35)

Forenkling och inséttning av Newton IT ger
b —
AE = / F(t)-7(t)dt (36)
a

dér F(t) #r kraften som verkar pa partikeln.
Ofta beror F pa positionen lings med kurvan, inte tiden. Far statiskt vek-

torfilt F : R3 — R3. DA far vi kurvintegral eller arbetsintegral som definieras av
uttrycket:

AE = / b F(7(t)) - F'(t) dt (37)

Arbetet partikeln utfor = Forandringen i partikelns energi



