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1 Generaliserade integraler

Nedan foljer resonemang for att avgora konvergens och divergens for funktioner f som vixlar
tecken.
Den vixlande funktionen f kan delas upp pa foljande vis:

f=f—=f,
dér fT respektive f~ dr > 0.
Observera att |f| = fT + f~. Detta ger att om

/[ \ridzay

ar konvergent, implicerar det att dven [[, fTdxdy samt [[, f~dxdy &r konvergenta.

Detta implicerar i sin tur att
/ / fdxdy
D

ar konvergent. Det vill sdga dubbelintegralen kan berdknas som vanligt:
Om en funktion g > |f| pa D kan hittas implicerar konvergens av

/ / gdzdy,
D
[[ 1f1asdy
D
Pa motsvarande sétt kommer en funktion 0 < g < | f| dér

//ngxdy
/[ \pidzay

konvergens av

ar divergent implicera att

ar divergent.



2 Integral 6ver begrinsad mingd

Definition

Lat f : D — R vara begrinsad, D C R? &r begrinsad. Lat D C A vara en axelparallell
rektangel.

annars.

(7) = {(J;(I) om Z € D (nollutvdigning),

Da ér [, fdedy = [[, fpdrdy om integralen existerar.

Lemma 6.2.2

Om f likformigt kontinuerlig och begrénsad pa en kvadrerbar méngd D sa &r f integrerbar.

Bevisidé

Funktionen f kan kl&immas in godtyckligt vil mellan trappfunktioner ® och V.

f ar kontinuerlig pa de rutor helt inneslutna av det kvadrerbara omradet D och antar 0
utanfér D. Att D ar en kvadrerbar méngd ar ekvivalent med att randen 0D &r en nollméngd.
De rutorna som 6verlappar med f har da en total area pa < e.

3 Trippelintegraler och koordinatbyten

Principerna bakom trippelintegraler &r samma som de bakom dubbelintegraler. Det resul-
terar i att samma tekniker anvinds for att 16sa dubbelintegraler och trippelintegraler. De
vanligaste tillampningarna av trippelintegraler &dr; volymberdkningar, massberékningar, eller
beridkning av masscentrum.

3.1 Fubinis sats for trippelintegraler

Fubinis sats séiger att integrationsordningen kan bytas utan att integralen paverkas. I prak-
tiken resulterar det i att det finns 2 fall:

Fubini 2+1. Informellt sa kan detta fall jamforas vid att man gor ”pommes frittes” av
kroppen man integrerar over.

///D f.y.2) dxdydz_/[r(m /::j)f(x,y,z)dzdxdy (1)

Fubini 142 Detta fall kan till skillnad fran det foregaende betraktas som att man gor
skivor av kroppen 6ver vilken man integrerar. Dessa skivor kan informellt jimforas med att

man gor ”chips”.
b
[[] s@vzazaya:= [ [[ sy dodyaz 2)
D a D,



3.2 Koordinatbyten

Koordinatbyten i trippelintegraler utfors pa exakt samma séitt som tva variabler detta géller
dven for multipelintegraler. Den enda skillnaden &r att beréikningen av Jacobideterminanten
blir mer komplicerad.

4 Multipelintegraler. Tillimpningar av trippelintegra-
ler

4.1 Multipelintegraler

En naturlig inledning till studiet av multipelintegraler ar att utreda notationen.

Definition 5.1
Om z € R" betyder [ f(x)de = [[ ... [ f(x1,22,...,xn)dz1dTs...d2T)y.

Multipelintegraler har manga, for det mesta abstrakta, tillimpningar inom matematiken.
Exempelvis kan de anvindas for att berdkna n-dimensionella hypervolymer.

Sats
Lat B, = {x € R™ : ||z|| < 1} resp. pn = pu(Bn) = [, dx. For volymen av ett klot med

radie 1 i en godtycklig dimension har vi féljande rekursionsformel

2T
p1 =2, =T, . fiy = ?anzavn > 3.

For att gora en kontroll av satsen ovan récker det med att betrakta us. Vi vet att pu; = 2.

Enligt rekursionsformeln ar da ps = %’T,ul = %’T, vilket stdmmer 6verens med volymen for
ett klot med radie 1. Intressant att studera ar dven fallet for ett klot med godtycklig radie,
se lemmat nedan.

Lemma
For > 0, lit By, = {z € R" ¢ ||al| < r}. Ditir u(By) = 1" i

Bevis av lemmat

Variabelbytet = ry har Jacobimatris g—i = rI, vilket implicerar att dess Jacobidetermi-

nant ir ‘;—2 = r" (linjir algebra). Detta ger oss

1(Bnr) = / de = / rtdy = 1" .
[lzl|<r llyll<1

Beviset dr darmed klart.



Bevis av satsen

Lat oss betrakta fallet dir n > 3. Vi har da att

n n—2
12||m\|222xf = xi_l—&-xi:l—Zx?. (3)
i=1 i=1

Om vi fixerar 1, ..., ,_o blir |3 en cirkelskiva med radie y/1 — Z?;f :Bf Projektionen av

B, pa x1...x,_o-planet blir da B,,_5. Volymen av B,, ir saledes

n—2

fn = / (// drn—1dT,)dr;...dTy o = 7r/ (1— Z x2)dxy...dz, . (4)
B2 Bp_o i=1
Vidare ska vi anvinda nivaytor i n-2 dimensioner. Lat g(z1, ..., Tp—2) = Z?;f z?, vilket

medfor att h(u) = 1—u?. Metoden for integrering med nivaytor ger att p,, = fol h(uw)V' (u)du

diar V(u) ér den (n-2)-dimensionella volymen av B, _5. Lemmat ovan ger oss att V(u) =

u" 21, _o. Med andra ord &r

=T / (]. u )7(16 — )du - - — —
n = — n = ... = n .
/14 u /J 2 n /L ]

Satsen ar darmed bevisad.

Definition 5.2.

Gammafunktionen definieras som
I(z) := / t*~te~tdt,z € C, Re(z) > 0,
0

och har egenskaperna
e I'(z+1)=2T(2)
eI'n+1)=nlVn>0e€2ZT(1)=0=1
e I(}) = V.

Gammafunktionen visade sig vara anvéndbar (i var situation) for bl.a. berdkningen av vo-

lymen av B,,,
n/2

= >1
= Sty e

4.2 Tillampningar av trippelintegraler

Trippelintegralernas tillimpningar inom fysik &r manga. Bl.a. anvinds de i samband med
berékning av medelvirden och foremals massa, masscentrum samt troghetsmoment.



4.2.1 Massa

Om ett foremal ockuperar ett kompakt omrade D C R3 och har densitet p = p(x,y, 2) ges

dess massa av
M = /// plz,y, z)dxdydz.
D
4.2.2 Medelviarden

Medelvirdet av f: R? — R pad D C R? &r

-1 o 2\d Z_fffo(x,y,z)dxdydz
fD_N(D) ///Df( 'y 2)dedydz = I dzdydz '

4.2.3 Masscentrum

Masscentrum #r medelvirdet av positionerna av ett foremals massa och ges av

dar

my = /// xp(z,y, z)drdydz.
D

Storheterna m, och m. berdknas analogt.

4.2.4 Troghetsmoment

Troghetsmomentet kring en axel L ges av

I, = /// p(x,y,z)dzdxdydz,
D

dir d = d(z,y, z) dr avstandet fran punkten (z,y, z) till L.



5 Kurvor

Nedanstaende innehall presenterades i foreldsning 15, 13 februari 2023.

5.1 Definition

Lat a < t < b dér a,b,t € R. En vektorvird funktion 7 : [a,b] — R™ med virdemingd
7= (r1(t), ..., n(t)) av klass C* kallas en parametriserad och orienterad C*-kurva i R™. Hir
ar 7(a) startpunkt och 7(b) slutpunkt Kurvan &r sluten om 7(a) = 7(b). Kurvan dr ocksa
enkel om a < ¢ < t2 <b = 7(t1) # 7(t2), dvs korsar inte sig sjilv.

~

) Enkel, ej sluten ) Enkel, sluten
c¢) Ej enkel, €] sluten d) Ej enkel, sluten

e Kan tolkas fysikaliskt som en partikel vid position 7(¢) vid tiden ¢, med borjan i 7(a)
och slut i 7(b).

e Samma bana, men baklinges, uppnas genom att séitta

§:a,b) > R" §(t)=7(b+a—1t),a <t <b.

e Kurvor med samma bild och orientering betraktas som identiska, inklusive kurvor som
uppkommer genom parameterbyte.

7(t) Vit € [a,b]
(e(uw)) Yu € [e,d]
ger alltsa samma kurva om ¢ : [¢c,d] — [a,b] 4r en stringt vixande funktion. Alterna-
tivt ger
7(t) Vte [a,b]
S(p(t)) Vtela,b

samma kurva om ¢ : [a,b] — [c,d] dr en stringt vixande funktion som uppfyller
likheten 7(¢) = §(p(t)).



5.2 Hastighet, fart och acceleration

Om 7: [a,b] — R™ &r en C'-kurva och ¢ € [a, b] tolkas som tid, kallas
e vektorn 7 /(t) hastigheten vid tid t.
e skaldren ||7/(¢)|| farten vid tid t.

Om 7: [a,b] ir en C?-kurva kallas dessutom

e vektorn 7 ”(t) accelerationen vid tid t.

5.3 Langd
Om 7: [a,b] — R™ ir en Cl-kurva:
e Hastighetsvektorn 7 ’(¢) dr en tangent till kurvan i samma rikting.

e Pa infitesimal tid dt ror sig en partikel strickan
di = 7'(t)dt med lingd ds = ||d7 || = ||/ (t)]|d¢

e Totala ldingden pa kurvan, L, blir
b b=
L= [, ds= [ [lF'(t)|dt

e Lingden av kurvan beror ej pa parametrisering eller orientering enligt exempel 3,
§123-124 ¢ PB, (sats).

5.4 Specialfall

Kurvan av en funktionsgraf f(z) i R? parametriseras naturligt enligt
7:lab] — R?
o (, f(2))
(@) = (L f (@) = [l @)]] = v1+(f'(2))?
och grafens lingd L ges av L = f: V1+(f(x))?de.

5.5 Skaldrprodukt

For tva vektorviirda funktioner i : R — R™ och #': R — R™ av klassen C! ges derivatan av

d, = — = - =/
@) -9@t)) = a’(t)-v(t) +a(t) 7()

enligt s125 1 PB, (sats).



6 Ytor

Definition
Lat D C R? kompakt och kvadrerbar méngd. En Ck-funktion r : D — R™ kallas for en
parametriserad C*-yta. ( k > 0,n > 2)

6.1 Ytarea

Vi studerar en infinitesimal rektangel:

(s, ++dt) (S +ds +edt) Z(sF+db) 7 (s+ds 4« dt)
Ty
b d
(s4) (s+ds 1) r(st) w r(sedst)

Arean for detta parallellogram kan uttryckas: ||u x v||
Vektorerna u och v kan linjért approximeras till foljande:

or

= ds,t) — t) ~ —d
u=r(s+ds,t) —r(s,t) 55 %5

or
= t+dt) — t) ~ —dt

v = e,k d) —x(s 1)~

En infinitesimal del av ytan dS blir féljande:
or Or

Den totala ytarean av ett visst omrade D ges av:

Jdr Or
6.2 Specialfall 1

Ytan ges av en funktionsgraf f(x,y)
{Y = (2,9,2) : (x,y) € DCR?, 2 = f(x,9)}

x
Detta ger en naturlig parametrisering: r(z,y) = Y
fz,y)
1 1
Or Or Jdr Or e —
e T = 0 — _— — | = 2 2 1
fa Iy
Ytarean ges da av:
[ VT @1 dody )
D



6.3 Specialfall 2
Nivayta till en funktion F: R3 — R
{Y = (z,y,2) : F(z,y,2) = C,(2,y) € D C R?}
Med hjilp av den implicita funktionssatsen existerar en funktion F sa att z = f(x,y) och

Fo, -F

fal, = _F/x’f; = Ja

Med inséttning i och forenkling ges foljande dubbelintegral som ocksa ar ett uttryck

for ytarean:
IVE] /
dxdy, F
J1, i st £ 0
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