TAYLORS FORMEL I FLERVARIABELANALYS

Notation. Lat f, g vara reellvirda funktioner med samma definitionsméngd D (som &r en
delméngd till R™ om det dr tva funktioner av n variabler). Beteckningen f = O(g) betyder att
det finns en positiv konstant C' > 0 sadan att |f(x)| < Clg(x)| for alla € D.

Taylors formel i envariabelanalys. Lat f : R — R vara k 4+ 1 ganger differentierbar i en
omgivning D av punkten z = a och lat h > 0 vara tillrickligt liten sadan att [a — h, a+h| C D.
Da giller att

k j k+1
(0.1) fla+h) = Z i ]Zk: +(1§))') th,

=0

for nagot £ € (a, a + h).

Om vi dessutom antar att f € C¥*1, dvs att dess (k + 1):te derivata #ir en kontinuerlig
funktion, da &r den (k + 1):te derivatan begridnsad i varje sluten interval]lﬂ Om vi da fixerar en
sluten intervall I kring punkten a sé foljer det fran att, for alla h sadan att a+ h € I,

(0.2) (a +h) Z f + O(R**1).

Summan i (0.2)) &r ett polynom av grad k i variabeln h och kallas for Taylorpolynomet av grad
k kring punkten x = a for f. Man betraktar da ((0.2)) som en approximation av f i nérheten av
x = a med ett polynom av grad k och skriver

Ea

(0.3) (a+h) =~

7=0

Ekv. (0.3)) kallas for Taylorapproximationen av grad k till f i punkten x = a.
Taylorapproximationen av grad 1 &r vanlig linjérisering:

(0.4) fla+h)~ f(a)+ f'(a)-h, fla+h)=f(a)+ f(a) h+O(h?).

Ofta vill man ga minst ett steg vidare och ta approximationen av grad 2:

" 1!
05) fla+h) = Fl@)+ £ @) ht TR fatn) = fa)+ @) h DL w24 00,
I synnerhet anvinds (0.5)) for att avgora, vid en s.k. kritisk/stationdr punkt till f , dvs en punkt
dér f'(a) = 0, vad for slags kritisk punkt det handlar om. Det foljer direkt fran (0.5) att

f"(a) > 0= z = a &r ett lokalt minimum for f,
f"(a) < 0=z =a &r ett lokalt maximum for f.

Om f”(a) = 0 sa vet man inte dnnu huruvida man har ett lokalt max, ett lokalt min eller
en sadelpunkt. Man maste antingen ga langre ut i Taylorapproximationen eller anvinda nagon
annan kunskap man har om funktionen f for att avgora fragan.

Vi vill nu utvidga dessa resultat till funktioner av flera variabler. For att underldtta med
notationen sa ska vi gora alla héirledningarna fér funktioner f(x, y) av tva vgariabler och bara
indikera i slutet hur resultaten ser ut for ett godtyckligt antal variabler.

1Kom ihag fran tidigare analyskurser att en kontinuerlig funktion &r begrinsad pa en kompakt méngd.
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For att studera en funktion f(z, y) i ndrheten av en baspunkt (a, b), sa anvéinder vi foljande
trick som “reducerar” problemet till envariabelfallet. Fixera h, k och betrakta funktionen F(t)
av EN reell variabel ¢ som ges av

(0.6) F(t) = f(a+th, b+ tk).

Antag for tillfillet att f ar tillrackligt snall sa att F' kan Taylorutvecklas till vilken grad som
helst - nér hirledningen dr klar sa kommer det att vara uppenbar vilka villkor som f maste
uppfylla. Enligt (0.1) sa ges Taylorutvecklingen av F av grad kit =0 av
k .
F(J)(O) ) F(k+1)(§)
0.7 F(t) = g gkt

for nagot £ € (0, t).

§=0
Det géller nu att uttrycka derivatorna till F' i termer av f:s partiella derivator. Sétt g (t) = a+th,
g2(t) = b+ tk och konstatera att F'(t) = f(g1(¢), g2(t)). Enligt kedjeregeln géller alltsa

(0.8)  F'(t) = fola+th, b+tk) - g1(t) + fy(a+th, b+tk) - g5(t) = (hfa + kfy)l(arin,brer)-
Notera att om f € Ck*! s4 ar HL av i Ck. Symboliskt kan vi skriva

(0.9) F' = DY,

diar D : C**1 — CF 4r en s.k. differentialoperator, namligen
0 0

0.10 D=h—+k—.

( ) Ox + oy

Konstatera att giiller for vilket som helst par (f, F') som ér relaterade enligt . Folj-
daktligen kan vi visa induktivt att, for varje j sa géller (sa linge alla derivatorna finns)

(0.11) FU(t) = DI f(a+th, b+tk), dir DI = (ha% + ka%y

Uttrycket for D7 kan utvecklas enligt binomialsatsen sa linge operatorerna 8% och 8% kommu-

terar, m.a.o. sa linge f € C7 enligt Sats 2.5.9. S& om f € C/ s& har vi att

J . ]
) Vi
12 F(]) - j g ‘7_2% .
(0.12) () (; <Z>h o ay—z;,) f(a+th, b+ tk)
Om man vill skriva detta mer kortfattat, en vanlig notation &r att skriva
o 0
1 = h = S .
(0.13) a=( 0. h=mn, V= (0.
sadan att
0 0
14 D=h—+k—=h-V.
(0.14) Ep + By v
Da kan (0.11]) ocksa skrivas som
(0.15) FU(t) = (h- V) f(a+th).
I synnerhet for t = 0 géller
(0.16) FU(0) = (h- V) f(a).

Antag nu att f € C**1. Vi kan sitta (0.16) in i (0.7) for j = 0,1, ..., k, sedan siitta t = 1 och
eftersom F'(1) = f(a + h) sa far vi att

k (h- V)

J!

(h . V)k+1

(0.17) fla+h)= Gt D

j=0

fla) + f(&),

for nagot € pa rakstrickan mellan a och a + h. Eftersom f € CK*! sa ar alla dess partiella
derivator av ordning k£ + 1 begréinsade pa denna rakstricka. Vi ser da att varje term i HL av

(0.12)) &r, for j = k + 1, begrinsad av en konstant ganger ett monom av grad k£ + 11 h och k.
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Detta begrinsas i sin tur av en konstant ganger lingden av vektorn h. Sa (0.17)) kan skrivas i
sin tur som

k .
(0.18) flath)= Z(’L'J.!V)Jﬂa) L O(|[R][HY).
=0

Detta #ir Taylorapproximationen av grad k+1 fér en funktion f € C*+1 av tva variabler. Samma
formel giller oavsett antalet variabler, med modifikationen att, om f beror av n variabler sa

ska (0.13]) erséttas med

0 0
(019) a—(a17-..,an), h—(hl,...,hn), V_<a$1,7axn>

For k = 1 sa reduceras ((0.18), med hjélp av binomialsatsen, till vanlig linjdrisering av en
differentierbar funktion:

(0.20) fla+h, b+ k) = f(a,b) + (hfs + Efy)l a5 + O[RI).

Viktigast dédrefter d&r Taylorapproximationen av grad 2, som fér en funktion av tva variabler
lyder

1
(0.21) f(a+h, b+k) = f(a,b)+ (hfe+Efy)la )+ §(h2fxx + 20k foy + K2 )| (a,) + O(|[R][?).
Formel (0.21]) &r Sats 2.6.10 i PB. Dock ger inte PB den allménna formeln (0.17))-(0.18]).

Exempel. Bestdm Taylorapproximationen av grad 2 i punkten (1, 1) for funktionen f(z, y) =
T +y+ z—gy. Anviind detta for att uppskatta f(1.1, 0.9).

LOSNING: Man kontrollerar 1att att

8 16

8 8
(0'22) fle_ﬁy fyzl_TyQa fxzzﬁa f:cy:fyx:xTyy fyy:

16
Ty
och saledes r

(0‘23) f(17 1) = 107 fm(lv 1) = fy(la 1) = _75 fazx(la 1) = fy(la 1) = 16’ fxy(la 1) =38.
Insédttning in i (0.21)) ger approximationen

(0.24) f(L4+h, 14+k)=10—7(h+ k) + 8(h* + hk + k) + O(||h|]*).
Om vi tar h = 0.1, K = —0.1 och stryker feltermen sa far vi uppskattningen
(0.25) £(1.1,0.9) ~ 10 — 7(0.1 — 0.1) + 8[(0.1)% + (0.1)(—0.1) + (0.1)?] = 10.08.



