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1 Forelidsning 1

1.1 Taylorutvecklingar

Taylorutvecklingar &r omskrivningar av funktioner till odndliga summor av funktioners
derivator i en bestdmd punkt.

1.2 Notation ordo

Om f, g definerade pa D C R"™ sa betyder f = O(g) att det existerar nagot ¢ € R sa
[f(Z)] < clg(Z)| VT eD.

1.2.1 Taylorutvecklingar i en variabel

L&t D vara en omgivning kring = = a, f € C*¥*Y(D) och [a + |h|,a — |h|]] € D

For sma h galler da att

koG (k+1)
fla+h) = Zf Jszl()g!)th (1)

Jj=

for nagot € mellan a och a + h. Den sista termen kan skrivas som O(h¥1) da f € C*1(D) .

1.2.2 Taylorutvecklingar i tva variabler
f: R? = R ska utvecklas kring (a,b) € R%
Antag f € C*1 och fixera hy, hy och 1at F(t) = f(a+thy, b+thy). Sitt ¢ > 0. Enligt ekvation

blir

L FO) AR
Z TS (2)

for nagot € € (0,t).



Enligt kedjeregeln ar

, / d , d 0 0
F(t) = f.(atthy, b+th2)g(a+th1)+fy(a+th1, b+th2)5(b+th2) (hla +h2ay)f|(a+th1,b+th2)~

(3)
0

Lat a = (Z) , h = (Z ) och V = (%1) Med relationen i ekvation (3 och vara nya vektorer
2 By
kan vi skriva !

o) = ((7-9) 1) @, (@)

Saledes blir ekvation ([2))

E (V)@ (heV)ELE) ()
<a+h) ]Z:< . > +< <k+1)!> (5)

g!

for nagot € € [a,a+ h]. f € C*Y och |he| < |||, [ha| < ||B]| s& % kan skrivas som

O(||h ||+1) enligt var notation. Taylorutvecklingen blir alltsa

- (E-vrn@ (1), “

=0 J'

1.2.3 Taylorutvecklingar i n variabler

Taylorutvecklingar ar likadana som i ekvation @ for n > 2.

aq hl a;gl
Lata=]: |,h=]| : |och V=] :
an, hny %
Da blir ( )
2 (@-vrr) @ )
fa+iy=3 St O (IAlI). (7)
J=0 '

1.3 Exempel pa Taylorutvecklingar
For f: R? — R ska utvecklas kring (a,b) € R? med hjilp av ekvation @ For k = 2:

flath,b+k) = flab)+(hf, +kF,) |(a,b)+% (n2 10+ 20k fr, + 215, ) |y + O (IRIF) (8)



2 Forelasning 2

2.1 Definition Lokala Extrempunkter
f : R? — R har en lokal extrempunkt i @ € R” om det finns en omgivning ) av @ sa att

f(7) < f(@) eller f(7) > f(d) V7 € Q.

2.2 Sats 2.6.11

Om f(Z) har ett lokalt extremvérde i en inre punkt av definitionsméngden @ och funktionen
f ar partiellt deriverbar sa ar V f(a) = 0.

2.2.1 Bevis

Betrakta linjer genom @ som &r parallella med koordinat-axlarna. Resultatet foljer av mot-
svarande sats for funktioner av en variabel. Foljande funktion:

X; »—>f(a1,...,xj,...,an) (9)

har ett lokalt extremvérde i

of
a.fEi

(@) =0, Vi=12,..n= Vf(@ =0. (10)

T; = a; =

2.3 Stationira punkter
2.3.1 Definition

Om Vf(@) = 0 kallas @ en stationir punkt.

2.3.2 Klassificering av stationira punkter

Lat @ = (a,b) och h = (h,k). Antag ocksé att @ #r en stationér punkt till funktionen
f :R? — R. Taylorutveckling av f ger foljande :

1

. . . P 13
J@+h) - 1@ = ; <h2-fm+2-h-k-fwy+k2-fyy> 4O (Hh“ ) (11)

ty @ &r en stationér punkt vilket innebér att Vf(@) = 0. Vansterledets (f(@+ h) — f(@))
tecken avgor om den stationdra punkten @ dr en maximum punkt, minimum punkt eller
annat.

Tecknet pa foljande funktion Q(h) = Ah? + 2Bhk + Ck%, dir A = f., B = foys C =1,

kommer ocksa avgora om den en stationdra punkten @ dr en maximum punkt, minimum

- =12 |3 -
punkt eller annat. Detta beror pa att Q(h) = O (Hh‘ ) >0 (Hh” ) for valdigt sma h.

3



. 3
Dérfor dominerar @) <h> resttermen O (Hh“ ), vilket betyder att resttermen inte kommer

ha nagon paverkan pa teckenet av hogerledet i ekvation (3).

2.4 Extrempunkter

Funktionen @ : R? — R dr pa kvadratisk form.

2.4.1 Definition och implikationer
1. Q(Z) &r positivt definit om Q(Z) > 0 VZ#£0 = d stringt lokalt minimum.
2. Q(Z) dr negativt definit om Q(¥) < 0 Vi #0 = d stringt lokalt maximum.

3. Q(Z) ar indefinit om funktionen antar bade positiva och negativa virde = a &r
en sadelpunkt.

4. Q(¥) ar positivt semidefinit om Q(Z) > 0 VZ # 0. Lingre Taylorutveckling
behovs for mer info om a.

5. Q(Z) ar negativt semidefinit om Q(Z) < 0 VZ # 0. Léngre Taylorutveckling
behovs for mer info om a.

2.4.2 Matrisformulering

. : _|A B . S P = Ah + Bk
Lat matrisen M = {B C’}' D4 #r funktionen Q(h) = h" - M -h = [h k] [Bh—i— C’k}
=Ah? 4+ 2Bhk + Ck>.

Determinanten av matrisen M kommer avgora vilken typ av extrempunkt @ ar. Foljande
regler géller:

1. det(M) > 0 och A > 0= Q(h) dr positivt definit.
2. det(M
3. det(M
4. det(M) =0 = Q(h) &r semidefinit.

)
) >0 och A < 0= Q(h) ir negativt definit.
) < 0= Q(h) &r indefinit.

)

—

Definitionen av matrisen ér nx n-matris, vi definierar fiven vektorn h € R" = Q(E) = hT-M-h.
Pa sa vis ar funktionen () pa kvadratisk form dar @ : R" — R.

Matrisen M 4r en reell symmetrisk matris = 3 ortogonal matris S s& att S~! = ST och en
diagonal matris L vilket tillsammans ger att M = SLST.

Andra villkor som avgor tecknet pa funktionen Q(E) ar foljande:
1. Alla egenvérden till matrisen M &r positiva < Q(E) ar positivt definit.

2. Alla egenviarden till matrisen M &r negativa < Q(ﬁ) ar negativt definit.



3. Egenvérden till M &r antar bade positiva och negativa viarden < Q(ﬁ) ar indefinit.

4. Egenviirde antar virdet 0 innebér att Q(h) ér semidefinit.

3 Forelasning 3

3.1 Vektorvirda funktioner

En vektorvérd funktion ar en funktion som har sin vardeméngd i R?, p > 1. Exempelvis om
vi har f : R™ — RP kan funktionen skrivas som

—

flre, oo zn) = (filzr, .o zn), - fo(@n, oo ). (12)

Varije f; (R = Ri=1,...,p, dr skaldrvérda funktioner av n stycken variabler. Detta leder
till att f ar differentierbar i @ om alla f; ar det i @. Om man gor detta antagande kan vi
linjarisera enligt foljande:

dp; : R" — R sa att

fild+ 1) = fi(@) =V f; - h+ |7 pi(h) (13)
dar pz(l;) = 0,Vi=1,...,p.
h—0

3.1.1 Funktionalmatris/Jacobimatris

Skriver vi ut varje funktions gradient,

Vﬁz(m .Qﬂ)

dxy " Oy,
0 0
vhzcﬁwwfﬁ
o0xy ox,, (14)
af, o/,
Vi, ==2%,...,=2
fp <8x1’ ’ axn) ’
sa ser vi att man kan samla vektorerna i en p X n-matris och far vi féljande:
on ofr
ox1 Ctt Oz
fr=rpe 0 (15)
Oy Oy

Denna matris kallas for funktionalmatrisen av F och betecknas som ]?’ . Matrisen kan tolkas
som en multidimensionell gradient fér en vektorvard funktion.



3.1.2 Funktionaldeterminant/Jacobideterminant

Tar vi determinanten av en funktionalmatris far vi vad man kallar for funktionaldeterminanten
av en vektorvard funktion. For definitionen av determinanter krivs en kvadratiskt matris,
alltsa f : R” — R". Determinanten ser da ut som féljande:

oft of1
or1 " Oxn
det(j”)zz SRR (16)
Ofn Ofn
Ox1 = Oxn

3.2 Inversa funktionsatsen (IFS)

Vid ett speciallfall av vektorvarda funktioner, da f : R™ — R™, bildas ett n-dimensionellt
vektorfilt. For sadana vektorviarda funktioner kan funktionaldeterminanten understkas och
ge information kring f:s beteende. Detta leder till nésta sats - inversa funktionsatsen (IFS).

Sats 3.3.2 (IFS)

Lat f:R" - R, f € CY(D),d € D sé att det(f(a)) # 0

Da finns 6ppna omgivningar U kring @ och V' kring f(d) sa att:

f:U — V &r bijektiv,

. (17)
1.V = U &ar C'-funktion.

3.3 Kedjeregeln

—

Lat g: R" — RP, f : R? — R™ vara tva differentierbara funktioner och antag att vektorn
d € R" &r en inre punkt i D(§) och att §(@) ar en inre punkt i D(f). Lat dven ¢ € R",
# € R? och §(t) € RP?. Vi far da den i:te komponenten av sammansittningen f o § genom

(fo 9)i(t) = £:(g(t)). Med denna funktion, f;, kan vi anvinda tidigare regler for kedjeregeln
gillande skalarvirda funktioner av flera variabler.

fi RP — R
J
9g1 (18)
O 7 o n_ . ag(t)  rop or] | %"
375]- (f © g)l(ﬂ - V.fl (g<£>) (915] - |:8x1 T O %
8tj

Radmatrisen och kolonnmatrisen vi far i slutet &r rad ¢ respektive kolonn j i funktionalmatrisen
(f o §)'(t). Adderar vi for Vi,j sa far vi den allménna formeln for kedjeregeln for vektorvirda

funktioner, /
(Feq) (=7 @@)a (). (19)



4 Foreliasning 4

4.1 Koordinatbyten i R"

Ett giltigt koordinatbyte maste kunna inverteras. Om f{ (¥) =y saska @ = f )

Inversa funktionssatsen ger att det &r mojligt att invertera i en omgivning av @ € R™ om

—

funktionaldeterminanten, det(f(@)) # 0.

4.1.1 Polara koordinater

Polédra koordinater ar en typ av koordinatbyten. Om vi har en punkt i planet, (z,y). Sa vill
vi uttrycka den i (r, 0) istéllet. Vilket ger oss:

x =rcos(f) (20)
y = rsin(6), (21)

och vi ska ju ocksa kunna ga at andra hallet, dvs:

r=/a?+y? (22)
6 = arctan(y/z), for x > 0. (23)

Om vi anvénder inversa funktionssatsen hér, och tar determinanten av funktionalmatrisen sa
framgar det att det(det(f(@)) = 0) i origo. Vilket innebér att koordinatbytet inte &r giltigt dér.
Detsamma géller vid x = 0, for da gar det inte att géra omvandlingen 6 = arctan(y/z). Det

uppstar dven problem vid x < 0. Bevisligen ska koordinatbyten anvindas med forsiktighet.

4.1.2 Sfariska koordinater
Om vi har en punkt i rummet, alltsa (z,y, z), men vill uttrycka det i (r, 6, ).

Pa samma sdtt som for poldra koordinater ska man kunna ga mellan koordinaterna, och
givetvis fa samma punkt. Om vi gor detta och tar fram funktionaldeterminanten far vi

% = r2sin(#), vilket blir 0 i origo, samt niir = 0, fér da blir funktionaldeterminanten
0.

4.1.3 Implicita funktioner

Om F(z,y) = C, nér kan vi 16sa ut y? Vi kan ténka oss flera olika nivakurvor. T.ex. 1 = yx,
déir kan vi se att y = 1/x. Men i andra fall, exempelvis enhetscirkeln z? + y? = 1 sa ér det
inte lika enkelt att 16sa ut y eller x &ven om vi vet den andra variabeln. Vi kan t.ex. se att
y = +tv1 — 22 Sa aven om vi vet x, kan vi i allménhet inte bestimma y entydigt. Vi kan
déremot bestdmma y entydigt i vissa omgivningar till punkterna.

Det leder oss till implicita funktionssatsen som séger féljande:

Lat F(x,y) vara C! funktion och (a,b) en punkt pa nivakurvan F(z,y) = C. Om Fl;(a, b) #0
finns det en omgivning U av (a, b) sa att restriktionerna av nivakurvan implicit definierar en

C' funktion. Vi har y = f(z), alltsa kan vi skriva f'(r) = —%.
Yy I
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