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1 Dubbelintegralers definition och Fubinis sats

En dubbelintegral &r integralen Gver en viss méngd i R? vars innebérd visas
i figur 1. Vi skriver en dubbelintegral som [[ f(z,y)dxzdy och i figur 1 s& &r
D

denna integral representerad som den signerade volymen &ver mangd D. Att
en dubbelintegral 4r samma som en kurvas area 6ver ett omrade kommer vara
viktigt for vidare i texten.
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Figur 1: visuell representation av en dubbelintegral som volymen under en kurva
over ett visst omrade D

En dubbelintegral olikt en enkelintegral &r ej en antiderivata av en flerva-



riabel funktion da det ej gar att generalisera en antiderivata till flervariabel
funktioner. Men man kan &nda berékna en dubbelintegral pa liknande sétt som
en Riemann integral. Dock istéllet for att dela upp en funktion i rektanglar sa de-
las funktionen i ratblock med hjélp av trappfunktioner, ett exempel av en sadan
finns i figur 2. En trappfunktion ¢ &r definierad i ett omrade A = [a,b] X [c, d].
Detta omrade delas vidare upp i delomraden

A= (z,y);xim1 <@ <z,Yi-1 <Y<y

dér x; och y; #r definierade som méngderna x; € [a,b],y; € [c,d]. Vidare finns
det en méngd konstanter ¢;; som ¢ sedan antar i en motsvarande mingd A;;.
Alltsa séger vi att

¢(‘T7y) = Cij dé‘ (xvy) S AU
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Figur 2: visuell representation av en trappfunktion dér vi ser hur foér i indel-
ningarna A;; sa ér funktionen konstant och ger oss rétblock med hojderna c;;

En trappfunktion har den hjidlpsamma egenskapen att
// o(x,y)dxdy = Zcijﬂ(Aij)
A bJ

dér da p ger arean av A;;. For att sedan fa en definition med hjilp av des-
sa trappfunktioner tar vi tva trappfunktioner ¢., ¢, och forutsitter att f &r



integrerbar. Dérefter sétter vi att

be(z,y) < flx,y) < ve(2,y),V(z,y) €A
//wgarydmdy //¢5xydxdy<eV5

vilket om man har en godtyckligt fin uppdelning av omradet A sa kan man
uppfylla detta. Dirmed far man att om ¢ — 0 blir

[[ vetwdndy = [[ o-teg)dody = [[ sie.)dudy. (1)
A A A

1.1 Fubinis sats

Med hjilp av resultatet fran ekvation 1 kan vi fa fram Fubinis sats, men forst
maste vi betrakta att man kan fa ut en dubbelintegral definierat i en méngd i
samma form som A genom den upprepade integralen

:/Cd (/abf(x,y)dm> dy
1= / ' / ' flavy)drdy

om vi tar da och betraktar f som en trappfunktion (som vi vet vi kan gora fran
ekvation 1) inser vi snabbt att man far en Riemann integral om man integrerar
den 6ver x-axeln, vi kallar denna integral I, och denna integral &r d& beroende
av y. Darefter far man en till Riemann integral om man integrerar I, Gver
y axeln, denna kallar vi I,,. Ddrmed kan man pavisa pa grund av Riemann
integralens definition och ekvation 1 att I, &r dubbelintegralen av f och att
I, = I. Vidare ar det trivialt att bevisa Fubinis sats som foljer att

= / ' / " flesy)dndy = / b / " )y

d& man kan ga genom samma process, men byta axlarna och fa samma resultat.

som ofta skrivs

2 Integral 6ver en godtycklig begrinsad mingd

Def. Lat f : D — R vara begrinsad dir D C R? &r en begrinsad mingd. Lat
A vara en axelparallell rektangel. Om D C A och

fD(:c):{f(x) om T €D

0 annars



innebér det att

//Dfdxdy://AfDdxdy

Virt att notera dr att oavsett val av A kommer resultatet vara det samma
pa grund av att fp dr noll utanfér omradet D. Dessutom &r det inte sjalvklart
att fp dr en integrerbar funktion. Om f € C°(D) skulle fp kunna bli diskonti-
nuerlig pa randen 0D. Det innebéar alltsa att 9D inte far bli fér stor. Skulle 0D
vara en nollméngd dr det ocksa ekvivalent med att médngden D &r kvadrerbar.
For att veta om fp &r integrerbar finns ett lemma som kan hjélpa.

om integralen existerar.

Lemma. Om f ar likformigt kontinuerlig och begrédnsad pa en kvadrerbar
méngd D sa dr f integrerbar 6ver D.

3 Trippelintegraler: Volymberikningar

Trippelintegraler kan tillimpas fér att berdkna volymer.
Def. Lat omradet D C R? vara en kompakt och kvadrerbar mingd. Volymen
over omradet betecknas da pu(D) och beréknas med hjilp av en trippelintegral

enligt
w(D) = /// dx dy dz.
D

3.1 Tva satt att integrera med hjialp av Fubinis sats
3.1.1 S&tt 1: Fubini 241”

I det forsta sittet delas trippelintegralen i tva delar dér den forsta delen som
berdknas dr en envariabelintegral med avseende pa antingen x, y eller z. For att
integrera 6ver omradet som definieras av D = {(z,y,2) : (z,y) € F,a(z,y) <
z < B(z,y)} anviinds trippelintegralen

///Df(x,y,z) dxddeZ//E(/:Zj)f(x,y,z) dz) dx dy)

dér F &r projektionen av omradet D pa (i detta fallet) zy-planet.

3.1.2 Sitt 2: Fubini 142”7

Det andra siittet att beriikna en trippelintegral dr genom att dela upp den sa
att den forsta delen som integreras dr en dubbelintegral och den andra ar en
envariabelintegral enligt



///Df<x,y7z> de dydz:/ab (//DI f(z,y,2) dydz) dz

dir D, #r ett parallellt plan med yx-planet genom punkten (x,0,0) som skir
ut omradet D.a och b dr de yttre granserna for mingden av alla z-virden som
ger alla icke-tomma skédrningar mellan D, och D.



4 Kurvor

Definition

Bilda funktionen 7 : [a,b] — R™ dér a < b och variabeln t € [a,b]. Da giller
att 7(t) = (1(t), ..., oo (t)) och om w1, ..., x, ir C*-funktioner kallar man 7 en
parametriserad och orienterad C*-kurva i R™.

4.1 Orienteringsbyte och parametriseringar

Om vi byter 7 : [a,b] — R™ mot 5 : [a,b] — R™ dér 5(¢t) = 7(a + b — ¢) bildas
samma CF-kurva men vi ser att 3(a) = 7(b) och 3(b) = 7(a). Alltsa dr det mot-
satt orientering.

Om 7 : [a,b] — R™ och @ : [¢,d] — R™ &r C*-kurvor, de dr da olika parametri-
seringar av samma C*-kurva om det finns en bijektiv och vixande C*-funktion
@ :la,b] = [c,d] sa att T(t) = u(p(t)) Vt € [a,b].

4.2 Tillampningar

4.2.1 Position, hastighet, fart och acceleration

Definition

Lat 7 : [a,b] — R™. Om vi ser kurvan som en bana for en partikel som ror sig
fran 7(a) till 7(b), ges paritkelns position av 7(¢). Om T &r en C'-kurva giller
dven att 7'(t) kallas for hastigheten och |[7(t)|| kallas for farten. Hastigheten

vid en punkt ¢ kan ses som tangentvektorn for kurvan vid punkten . Om 7 dven
C?-kurva kallar vi 7/(t) for accelerationen.

4.2.2 Langd

Lat 7 : [a,b] — R™ vara en C'l-kurva. DA giller det att pa en infinitesimal tid dt
ror sig partikeln striickan dr = 7/(t)d¢ vilket har lingden ds = |[7/(t)||dt dér ds
kallas for ett lingdelement pa kurvan. Diarmed ges totala langden av kurvan av

b b
L:/ ds:/ |7 (¢)]||dt.
Sats

Lingden av en C'-kurva beror ej pa parametrisering eller orientering.

5 Skalidrprodukt

Sats
Omu:R — R”, v:R — R" dr tva Cl-kurvor. DA giller att

d

5 (@) - ()) = (1) - v(t) +u(t) - v'(¢).



6 Ytor

Definition: Lat D C IR? vara en kompakt samt kvadrerbar méngd.
For k > 0,n > 2, kallas en C*-funktion 7 : D — IR"™ for en parametriserad
CF-yta.

6.1 Yteare i 3 dimensioner

FeCLT: D — IR, (s,t) — [2(s,1),y(s, 1), 2(s, )]
Studera en infinitesimal axelparallell rektangel i D som avbildas pa 7:

é’} £+ €] t‘f;-.o-ds, {.—-«-a‘#) -;:(5,-{,--&:“{] -I'_:l’."-"""“"”f'“"“'""*’;I

v

— >

(=) (svdls t) Flsit] & F s +ds€)

7(s+ds,t) —7(s,t) OF

Dir uw = 7(s+ds,t) —7(s,t) som nér linjariserad blir

ds T Os
oF
och pa samma sétt v = 7(s, ¢ + dt) — (s, t) = a—; Arean av den infinitesimala
or
avbildningen blir da dS = ||a—r X a—:H ként som areaelementet.
s

Ytarean av den parametriserade C*-funktionen blir d& som foljande:

or  OrF
//DdS’—/DH%xaHdsdt *

6.2 Specialfall 1

Ytan ges av en funktionsgraf; Y = {(z,y,2)|z,y € D C IR? 2 = f(z,y)}
ger den naturliga parametriseringen 7 = [x,y, f(x,y)]7 dér

!

o o |L| |0 [

87 X a == O X 1 = —fy
s fr 7 1

som nir insatt i * ger dig att ytarean é&r lika med

//D VU2 + (f)2 + Ldady *




6.3 Specialfall 2

Ytan kan beskrivas med nivaytor; F : IR — IR,
Y = {(z,y,2)|F(z,y,2) = C, z,y € D C IR?} och F/ # 0 pa hela Y. Da siiger
IFS (implicita funktions satsen) att det existerar ett f sadan att z = f(x,y)

F! F! F! F!
och f = ﬁ’ I = ﬁ Inséttning i ** ger [, \/(F"’f)2 + (ﬁ)Q + 1 dady =
/ / VEP+HEP 0 / Zal
= rdy = xdy * * *
D || p |F]



7 Multipelintegraler

En multipelintegral ar en integral i n-dimensioner, tex. en trippelintegral ar en
multipelintegral dér n = 3. Notation ser ut sa hiir. Da z € R™ sa ér [ f(z)dz =

//.../f(xl,...wn)dml...dxn
N

n integraler
Formaliseringen av multipelintegraler ger oss mojligheten att skapa en formel

for volymen av en n-dimensionell boll i form av en rekursionsformel;
Lat B, ={z R : ||z]| <1}
Lat pin = p(By) = [ 1dz Vi har da att

o ;=2
.M2:7T

2
® [ip = %Mn72

8 Gammafunktionen

Gammafunktionen definieras som:
I'(z) = / t*"te7tdt, z€ C, R(z) >0 (2)
0
Gamma funktionen kan ses som en forlangning av fakultet till de komplexa talen
(interpolation). Den har flera intressanta egenskaper som:
o I'(z+1) =2I(2)
eI'n)=(n—-1)! neN
o T(1/2) = /7

Gamma funktionen kan ocksa anviindas for att beskriva volymen av en n-
n

dimensionell boll. u,, = 1“(27?1)
2

9 Tillimpningar av trippelintegraler inom fysik

9.1 Massa

Ett foremal vars densitet i en punkt i R3 definieras av en funktion p(z,y, 2)
och som finns i ett kompakt omrade D C R har en massa som ges av M =
[[[p p(x,y, z)dedydz Medelvirdet av foremalets densitet, kan da bestdmmas

med
/= M _ fffD p(x,y, z)dxdydz
O WD) T IS dedyd

(3)



Eller medelvérdet av andra intensiva storheter, till exempel temperatur;

fo= ﬁ / / /D f(,y, 2)dzdydz (4)

dir f : R® — R i en kompakt mingd D C R3

9.2 Masscentrum

Masscentrum &r den genomsnittliga positionen av ett féremals massa i rummet,
kan definieras som punkten
_ Mml
M= |M,, (5)
M,

dar M, = ﬁ [I[p znp(x1, 22, 23)dr duodrs

9.3 Troghetsmoment

Troghetsmomentet kring en axel L ar

I= / / /D pd?dxdydz (6)

Dir d = d(zx,y, z) dr avstandet fran axeln L i punkten (z,y, z), exempelvis om
axeln hade varit y-axeln hade funktionen d(x,y, z) = Va2 + 22.
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