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1 Integral over begransad mangd

I denna kursen har vi tidigare gatt igenom definitionen av en dubbelintegral 6ver en ax-
elparallell rektangel A. Men givetvis finns det ett behov av att integrera over allméannare
typer av omraden &n A. Det ar av denna anledning som vi utvidgar integralbegreppet.

Definition: Lat f(x,y) vara en begrinsad funktion pa en begrinsad mingd D C R?. Lat
A vara en axelparallell rektangel sa D C A. Infor den utvidgade funktionen

) f(z,y) nir (z,y) €D
folw.y) = {O nar (z,y) ¢ D

Da ar f integrerbar 6ver D om fp ér integrerbar over A som omfattar D.

//Dfdxdy://AfDdxdy

Utifran den utvidgade definitionen av integralbegreppet kan vi gora flera observationer:

e Alla mojliga val av A ger samma resultat.

e Om f € C°(D) sakan fp bli diskontinuerlig pa randen D. Randen 9D far darmed
inte bli for stor.

e Det ar oklart om fp ar integrerbar over A.

Men vi har ett lemma som vi kan anvanda oss av for att avgora om en funktion f ar
integrerbar 6ver en mangd D.

Lemma: Om f &r (likformigt) kontinuerlig och begrénsad pa en kvadrerbar méngd D, sa
ar f integrerbar 6ver D.

Notera att detta ar bara tillrackliga villkor, och att det finns funktioner utéver de som
tdacks av lemmat som ocksa ar integrerbara.

2 Trippel och multipelintegraler

For att 16sa trippelintegraler anvinds samma idéer och metoder som for dubbelintegraler.



Lat D C R? vara ett kompakt kvadrerbart omrade. D4 &r volymen:

u(0) = [[ [rasdyaz.

Har ar volymelementet dV = dzdydz.

Det ar vanligt att D &ar ett omrade mellan tva funktioner. Till exempel:

D={(e.09): (2.0) € B, o) < = < o) 1)

dér E &r projektionen av D pa xy-planet med beteckningen 7(D) = E.

For att 16sa en trippelintegral 6ver omradet D anvands primért Fubinis 2+1 sats:

B(z,y)
/// f(z,y, z) dadydz = // / dz | dzdy.
D w(D) a(z,y)

Alternativt Fubinis 1+2 sats:

///D flx,y, z)dadydz = /ab (/ szdydz) dx.

Dar D, ar ett snitt av D vid hojd z.

Cylindriska koordinater: Fungerar pa samma satt som polarakoordinater i zy-planet men
med z som extra koordinat. Vi har alltsa variablebytet (x,y, z) — (p,0, 2)

x = pcos(d),
y = psin(6), (2)

Volymelementet blir dzdydz = pdpdfdz.

Sfariska koordinater: Har virdeméngden av en sfar med radien r och medelpunkt i origo.
Variabelbytet ar (z,y,z) — (r,0,¢), dar 6 ar vinkeln fran positiva z-axeln till vektorn
(x,y, z) och ¢ ar vinkeln mellan positiva z-axeln och projektionen av (x,y, z) pa zy-planet

x = rsin(0) cos(¢),
= rsin(f) sin(¢), (3)
z = rcos(f).
Volymelementet blir dV' = dzdydz = r?sin(6) drdfde.

Notation: Om z C R"™ ar:

/f(gz)dgz://-./f(xl,@...xn) dayday. dz, (@)



2.1 Volymberakning

Lat B, = {z € R" | ||z|| < 1}, det vill séiga det n-dimensionella enhetsklotet, och lat
1, vara volymen av detta klot. Med hjalp av induktion gar det att visa att u, kan
bestdmmas med den rekursiva formeln:

2
Hn = _ﬂ—,unf% Vn >3
n

Beviset innefattar bland annat berdkning med niva-ytor. Bade formlen for volymen och
ytarean av enhetsklotet, A,,, kan dven skrivas pa explicit form. Dessa formler ar:
7Tn/2

he= a2 )

27Tn/2

" T(n/2)

I bada formler dyker Gammafunktionen, I'(z), upp. Den ar definierad som f6ljande:

F(x):/ t" et dt.
0

I'(z) dr en interpoleringsformel av fakulteten och har alltsa bland annat egenskapen att
Mz+1)==zl, Ve e N.

2.2 Massa och masscentrum

Massan av ett objekt som ockuperar ett kompakt omrade D C R? kan beriknas med

trippelintegralen:
D

dér o(z,y, z) ar objektets densitet som funktion av x, y och z. Masscentrumet av objektet,
vars koordinater &r m = (my, m,, m,), kan berdknas med en trippelintegral:

1
my, = M///D zo(x,y, z) dedydz.

m, och m, beréknas analogt. Notera att o(z,y, z) kan forkortas om densiteten &r konstant
eftersom o(z,y, z) ocksa ar en faktor i M.



3 Kurvor

Definition: Lat a<b. En funktion 7: [a,b] — R™ av klass C* kallas en parametriserad och
orienterad C*-kurva i R™.

Startpunkten pa kurvan blir da 7(a) och slutpunkten 7(b). Det finns manga olika sitt for
en kurva att "slingra” sig. Om:
r(a) = 7(b) (5)

kallas kurvan sluten. En kurva kan aven vara enkel om:
Detta innebér i praktiken att kurvan inte korsar sig sjalv. I fysikaliska sammanhang kan
man ténka att en partikel ror sig fran 7(a) och har position 7(¢) vid tiden ¢.

Man kan byta orientering pa en kurva sa att det blir samma bana fast baklanges. Vi byter
var vektorvéarda funktion 7 : [a,b] — R"™ mot §: [a,b] — R" sa att §(¢t) = #(b+a — t),
a<t<h.

Till synes olika kurvor kan vara olika parametriseringar av samma kurva. Ifall 7: [a, b] —
R™ och §: [c,d] — R™ &r C*-kurvor sa ar de olika parametriseringar av samma C*-kurva
om Jp : [a,b] — [c, d] vixande bijektiv C*-funktion sa att 7(t) = 5((t)) Vt € [a, b].

3.1 Hastighet, fart, accelleration

Definition: Lat 7 : [a,b] — R" vara en C'-kurva och t € [a,b]. 7'(t) kallas hastighet vid
tid ¢. ||77(t)]| kallas fart.

Viktigt ar att 77/(t) ar en vektor medan ||7’(¢)|| &r en skalir. Om 7 ar C*kurva ar
accelerationen 7" (t) vid tiden t¢.

Langd: Lat 7: [a,b] — R" vara C'-kurva. Hastighets vektorn 7’(¢) ar tangent till kurvan
i samma riktning (positiv) pa infinitesimal tid d¢ ror sig partikeln strickan dr = 7/(¢)d¢
med léngd ds = ||dr]| = ||7(¢)||dt. Den totala langden pa kruvan blir da:

L:/ab ds:/abHdF’(t)Hdt. (7)



4 Ytor

Definition: Lat D € R? vara en kompakt och kvadrerbar mingd diar & > 0,n > 0. En C*-
funktion som 7: D — R" #r en parametriserad C*-yta.

Notation: Man sédger att 7 : D — R3. Parametriseringen kallas ofta for (s,¢) med
parametrarna s och ¢ enligt

(s, t) = (x(s,1),y(s, 1), 2(s,1)). (8)

Ytarean for en parametriserad C*-yta hirleds med hjilp av en infinetesimal axelparallell
rektangel i D med horn i (s,t), (s,t +dt), (s +ds,t), (s + ds,t + dt).

For avbildningen 7 finns tva intressanta vektorer « och v déar

L or o
U= (9_d8 U= o dt (9)

[ es= 15

Specialfall: Ytan ges av en funktionsgraf enligt foljande

Ytarean ges da av

dsdt (10)

dar dS ar areaelementet.

Y = {(0.y.2)|(x,y) € D SR 2 = f(z,)} (11)

Dar x och y ar naturliga parametrar. Darav ges ytan av

7= (z,y, f(z,9)). (12)
Med samma relation for vektorerna @ och ¥ som ovan sa gar det att uttrycka i partiella
derivator enligt
or of\ or of
— =110 =10 13
83; < Y 78 ) ay ( ) 78y> ( )

Detta betyder att ytarean ges av féljande uttryck

/ / VU2 + ()7 + 1dedy. (14)




