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1 Forelasning 1 - Kurvintegraler

Under foreldsning 1 behandlades kurvintegralers definition samt satser kring dessa.

1.1 Definitioner av mangder relevanta till kurvintegraler

En méngd ar sammanhdngande om den inte kan delas upp i tva icke-tomma delméngder x och ¥ d.v.s.

YNU =0 och xNU=0.

En méngd M C R" ér bagvist sammanhéngande om varje par av punkter i M kan férbindas med en C%-kurva
helt i M.

En bagvist sammanhéngande 6ppen miangd D C R™ kallas domén.

1.2 Kurvintegraler
Lat
F=(P(r),Q(r) = (P(z,y),Q(x,y))
vara ett kontinuerligt vektorfilt definierat i en 6ppen miingd D C R%. Om + ir en orienterad Cl-kurva i D
med parameterframstéllningen

r=7t) = (z(t),y(t), a<t<p

sa kallas integralen

fér kurvintegralen av faltet F= (P, Q) langs kurvan v och betecknas med

/ﬁ-df’ eller /Pdac—i—Qdy.
v 2!

Kurvintegraler har tva viktiga egenskaper som formuleras i en sats som lyder att:
(i) I dr oberoende av parametriseringen.

(ii) I byter tecken vid orienteringsbyte.



1.3

1.

Vidare notationer for kurvintegraler

I rummet kan vi skriva:

. P dz
F=|Q|, dr=|dy s.a.
R dz

/ﬁ.dF:/de+Qdy+Rdz.
Y Y

Lat v1, 72, ..., & vara Cl-kurvor och slut(vy;) = start(y; + 1), i=1,2,...,k — 1 si att

k
Y= Z%‘
=1

dér v dr en styckvis Cl-kurva. Da giller att

k
[Fear=Y [ Far
v i=1"Y7i

dér ordningen &r viktig p.g.a. orientering (Fdlj kurvan).

. Om ~ &ar en kurva sd & —vy kurvan med motsatt orientering och dérmed géller enligt satsen, for

godtyckligt F , att

/ ﬁ-dF:f/ﬁ-dF.
- vy
ggﬁ-df’
.

indikerar att v &r en sluten kurva och ar &ven utav konvention positivt orienterad om = &r en enkel
kurva.

. Notationen

1.4 Jordans kurvsats och orientering

Lt v vara en enkel, sluten, C-kurva i R™. D& bestar R™ \ v av exakt tvA sammanhingande komponenter.
Komponenterna kallas insida (begrinsad) och utsida (obegrinsad).

Lat v vara en enkel, sluten kurva i R?. v &r positivt orienterad om insidan ligger till viinster i firdriktningen
och ar negativt orienterad om insidan ligger till hoger.

For tydligare notation av orientering pa v kan

anvindas for positiv orientering och

for negativ orientering.



1.5 Konservativa falt

Lat D C R™ vara doméin och lat F : D — R" vara ett vektorfilt. F ségs vara konservativt eller ett potentialfalt
om

J¢: D — R saatt F=Ve. (1)

¢ ar da en potential till F.

2 Forelasning 2 - konservativa falt

2.1 Sats 9.4.2 och tva foljdsatser

Lat D C R™ vara domiin och F : D — R" vara konservativt filt med potentialen ¢. For varje C! - kurva
v € D giller:

/ Fdi = ¢(b) - 6(a)

dér @ och b #r start- respektive slutpunkten for ~.
Av denna sats foljer dven tva foljdsatser:

1. Integralen

/ﬁ.df (2)

beror endast pa start- och slutpunken f6r v och ar oberoende av végen.

2. Om v &ar en sluten kurva i D blir
§1§ F-dF=0. (3)
5

2.2 Avgora om F #r konservativt eller inte
2.2.1 Sats 9.4.3

Lat D € R"™ vara doméan och F: D — R" vara ett C%-vektorfilt. Om

/ﬁ~dF (4)

ar oberoende av vigen eller ekvivalent med

ygﬁ.dfo (5)

for varje C'-kurva i D, sa #r F ett konservativt vektorfalt.



2.2.2 Virvelfritt

Fér fallet n = 2 kan vi littare bestimma om F #r konservativt eller inte genom att undersdka om det &ar
virvelfritt. Lat F' = [g} vara Cl-vektorfalt i R™. F kallas virvelfritt om

0Q OP

e (6)

or y
Om F &r konservativi = F &r virvelfritt. Notera implikationspilen. Man kan alltsa siga att F inte &r
konservativt om det inte &r virvelfritt men om det &r virvelfritt gar det inte med sékerhet séga att det dven
ar konservativt.
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