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1 Kurvintegraler

1.1 Definition

En méngd dr sammanhdingande om den inte kan delas upp i tva icke-tomma delméngder
X, Ymed XNY =0och XNY =0

1.2 Definition

En mangd M C R"™ &r bagvist sammanhdingande om varje par av punkter kan
forbindas med en C%-kurva helt i M.

Observera: Bagvist sammanhéngande —> sammanhéngande

1.3 Definition

En domdn &ar en bagvist sammanhéngande 6ppen mangd D C R™

1.4 Definition
Lat D C R™ domén, 7 : [a,b] — D en C'-kurva, F:D — R" ett C° vektorfilt.

b
1:/ E(#(t)) - #(t)dt

kallas kurvintegralen av a langs kurvan.

1.5 Sats

1. I &r oberoende av parametrisering

2. I byter tecken vid orienteringsbyte

Bevis utelamnas.



1.6 Jordans kurvsats

Lat v vara en enkel sluten C%-kurva i R?. D& bestar R? \ v av exakt tva sam-
manhéngande komponenter.

Bevis utelamnas.

1.7 Definition
LAt 7 vara en enkel sluten kurva i R2. v dr positivt orienterad (moturs) om insidan
av «y ligger till vanster om kurvan i fardriktningen och negativt orienterad om -y
ligger till hoger om kurvan i fardriktningen.
1.8 Konvension
Om ~ ar en enkel sluten kurva betyder gi/ﬁ - dr positiv orientering. Vardet ar
oberoende av start- och slutpunkt.
1.9 Berdkning av kurvintegraler

A - Parametrisering av randen och envariabelintegration (flera C''-stycken)

B - Utnyttja potentialer fér konservativa falt (Sats 9.4.2)
C - Greens sats (Sats 9.2.1)

2 Greens sats

2.1 Areaberakning med Greens sats

Lat D vara ett kompakt omrade i planet vars rand 9D bestar av en eller flera
positivt orienterade styckvis C''-kurvor. D4 kan arean av D beriknas med hjilp av
en kurvintegral 6ver randen enligt

(D) :// 1da?dy:/ mdy:/ —ydz.
D oD oD

Vi har har uttryckt arean med tva olika kurvintegraler. Tillsammans ger de &nnu
ett uttryck for arean av D:

Beroende pa hur parametriseringen av kurvan ser ut kan de olika formlerna vara
olika anvandbara.



3 Konservativa falt

En viktig typ av kurvintegraler &r de som ej beror pa kurvans vig utan endast
start och slutpunkterna foér kurvan. Integralen [ F -dr beror da inte pa v utan
endast pa start respektive slutpunkten. Detta kan formaliseras, men forst behovs
en definition.

3.1 Definition
Lat D C R™ domén, F:D-—R" vektorfalt. a sags vara konservativt eller ett
potentialfdlt om 3¢ : D — R sa att F'= V. Da ar ® en potential till filtet F.

Om F € C° konservativt sa &r potentialen unik upp till en konstant.
Vo, =V®y =F — V(P — Py) =0 — &y — $y = konstant

Med denna definition kan en viktig sats formuleras.

3.2 Sats 9.4.2

Lat C R" domén, F' : D —s R" konservativt filt med potential ®. For varje
Cl-kurva i doménen D giller

/F-df = &(b) — B(a)

dér @ och b &r start- och slutpunkter for ~.

Med denna sats kan kurvintegraler 6ver konservativa falt berdknas som differensen
mellan start och slutpunkten vilket kan forenkla rdkningarna avsevért. Om féltet
ej ar konservativt kan de fortfarande vara mojligt att dela upp faltet i en potentiell
del och en icke-potentiell del i hopp om att den senare gar att l6sa med parame-
terisering. En ytterligare konsekvens ges som en foljdsats.

3.2.1 Foljdsats 9.4.2

Lat D C R™ vara en domén. Om + &r en sluten kurva i D blir fv F.di =0.

Da alla vektor falt inte ar konservativa ar det av stort intresse att kunna ta reda pa
ifall ett specifikt falt ar konservativt eller ej. Med vetskapen att varje konservativt

falt har en potential kan man helt enkelt forsoka ta fram en potential till faltet. Da
F = (P,Q)=V® kan den fas fram genom att 16sa f6ljande system
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Om en potential kan hittas ar faltet konservativt men det kan vara svart att visa
det motsatta, att systemet inte gar att 1osa. Det finns dock andra tillrickliga krav.
For fallet n =2 och F' € C':

3.3 Definition
Lat F' = (P, Q) vara ett C' vektorfalt i R2. F' kallas virvelfritt om

0Q  oP

or Oy’

Med detta begrepp foljer nasta sats.

3.4 Sats 9.4.4
Om D C R" och F € C* giller F konservativt = ' virvelfritt.

Notera att det endast ger implikation. For ekvivalens kravs nagot striktare krav pa
omradet.

3.5 Sats 9.4.5

Om D é&r en enkelt sammanhéngande 6ppen del av planet och Fect géller F
konservativt = F' virvelfritt.

4 Ytintegraler

4.1 Defintition

For parameterframstéllningen 7 = 7(s,t) dar (s,t) € D av en yta Y, pekar ytans
normalvektor % X % mot den positiva sidan.

4.2 Definition

En stromtathetsvektor @(7) ger skaldarmultiplicerat med den normerade positiva
normalvektorn N = N(#) till planet ¥ stromtéathetens komponent i normalens rik-
tning. Flodet genom ett litet areaelement dS pa ytan Y kan dérfor skrivas som
u - NdS.



4.3 Sats
Flodet ® genom en yta Y ar:

://Ya-zvds

Eftersom N = 3-8 och dS = |2 x 22|dsdt blir NdS = (2 x 2 )dsdt. ® kan

|55 < 57
// @ NdS = // @ X —)dsdt
4.4 Tolkning

da skrivas om till
® &r nettoflodet som passerar genom Y fran den negativa till den positiva sidan.
Ett negativt ® tolkas som ett nettoflode fran den positiva till den negativa sidan.

Figure 1: En yta Y i R3
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Om ytan Y sluter ett omrade i R? tolkas ® som nettoflodet in i eller ut ur omradet.

Figure 2: Ytan Y sluter ett klot i R3




5 Greens sats i rummet R?

5.1 Definition

Lat D C R3 vara en domin, F: D —» R3 ett Cl-vektorfilt med komponenterna
Fy, F5 och F3 i x-, y- respektive z-led.

o = OFy  0F, O0F3
div(F) =V -F = o + By + 9%

ségs da vara divergensen av F'

5.2 Definition

Lat D C R3 vara en domin, F : D —» R3 ett C'-vektorfilt med komponenterna
Fy, F5 och F5 i x-, y- respektive z-led.

(OF O]
= |0 9 0| |om oF

F) = F= =z — |98 ofs
rot(F) =V x 9 3y 0 5 o

BB By OF; OF,

L 0z Oy |

ségs da vara rotationen av F.

5.3 Stokes sats

Betrakta D som ett ytstycke i zy-planet i R?, 9D som en kurva i R® och lat

P
F= Q@ |, dar P och @ ar oberoende av z.
0
0
5 0 _[0Q 0P\ .
vei=log" or| = (5 - 5)?
dr Oy

eftersom bade P och () ar oberoende av z. Notera att Z adr en enhetsnormal till
omradet D eftersom D ligger i zy-planet. Insdttning i Greens sats ger nu att

/8Dﬁ-dF://D(Vxﬁ)~NdS,

dar dS = dxdy och ar ytelementet till D och N ir enhetsnormalen till D. Denna
ekvation ar ett specialfall av Stokes sats.



5.4 Gauss sats

Q
Lat G = | —P| och betrakta hégerledet i Greens sats,

0

HL:// 99 _op dd_// 301 G2+8G3 dzdy
p\ox Oy 0z

vilket kan skrivas om till

// <8G1 Gy acg)dxdy// Grdzdy.

Lat nu D* vara cylindern i rummet med basyta D parallellt med zy-planet och
hojden 1. Tillampning av Fubinis sats ger

// (V- dedyf///* G) dady.

Betrakta nu vansterledet i Greens sats som ges av

dy
VL:/ Pd:c+Qdy:/ *szI+G1dy:/ G- |—dz|,
oD oD oD 0

som med hjalp av Fubinis sats kan skrivas

— dy — A
/ G- |—dzr| = // G- NdS,
oD 0 n(0D*)

dér u(0D*) &r mantelarea av dD*, vektorn N &r enhetsnormal till u(D*) och dS
ar areaelementet.

Notera att basytorna av D* inte ger nagot bidrag da enhetsnormalen &r vinkelrét
mot G. Tillsammans ger Greens sats alltsa att

// é-NdS:// Vv - GdV.
OD* D*

Denna ekvation kallas for Gauss sats.



