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1 Gaufl sats

1.1 Formulering av stats

Lat F vara definierat i ett C'-vektorfilt pa den 6ppna mingden Q C R%. Om
det finns ett kompakt omrade K C 2 med rand 0K som bestar av en eller flera
C!-ytor orienterad med en normal utéat giller att

OKF-NdS:///KV-FdV. (1)

1.2 Tillampningar vid problemldsning

Satsen beskriver relationen mellan ett vektorfilt som beskriver flédet genom en
yta som omger méingden och en volymintegral. Mer specifikt séger satsen att
flodet av ett vektorfilt genom en yta dr lika med volymsintegralen av faltets
divergens 6ver méngden som ytan omsluter. Pa detta sitt kopplar Gaufl diver-
genssatsen samman tva viktiga begrepp inom matematik: ytor och volymer.

2 Stokes sats

2.1 Definition av orientering av parametriserade ytor

Lat D C R? vara kompakt och kvadrerbar med en positivt orienterad rand 0D
som #r styckvis C!. Lat r : D — R3 vara en C'-funktion.

Y = r(D) kallas for en parametriserad yta och dY = r(9D) kallas randen till Y.

Y séigs vara positivt orienterad om JY drver orienteringen av 9D.

Det &r viktigt att réatt riktning véljs ndr man integrerar ldngs den slutna
kurvan, eftersom integralerna kommer att ha olika virden beroende pa om
man integrerar i medurs eller moturs riktning ldngs kurvan.



Orienteringen av en parametriserad kurva beskriver vilken kurvans positiva
riktning &r och kan ofta bestdmmas enligt en enkel regel dar man gar runt
kurvan i en riktning sa att det inneslutna omradet ligger pa vénster sida.

Genom att vélja ritt orientering for den parametriserade kurvan som
begriansar ytan, kan man se till att den integreras i ratt riktning langs kurvan,
vilket garanterar att man far ritt resultat nir man tillampar Stokes sats.

2.2 Formulering av sats

Lat Q C R? vara 6ppen och F :  — R? vara ett C'-vektorfilt. Om Y ir ett
positivt orienterat ytstycke i 2 med positivt orienterad rand 9Y . Da giller

8YF.dr://YWxF)-NdS. (2)

Stokes sats séger att om vi har ett differentierbart vektorfilt F, och en yta Y
som ar begriansad av randen av Y, som vi kallar for Y, da dr integralen av
vektorfiltet langs den slutna kurvan 9Y lika med integralen av rotationen av
vektorfiltet 6ver ytan Y.

Stokes sats visar pa ett matematiskt satt hur flodet av ett vektorfilt 6ver en
yta ar relaterat till dess kéllor och svingningar ldngs kanten av ytan.

3 Virvelfritt vs. konservativt i R?

3.1 Sats 10.5.3

Lat D € R? domiin, F : D — R3 ett C!-filt. DA géller F konservativt = F
virvelfritt, dvs. V.x F =0

Bevis:
Antag F = V¢ med ¢ : D — R € C?, dvs. F #r konservativt.
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3.2 Enkelt sammanhingande mingd i R"”

Definition av enkelt sammanhéngande méngd i R™.

En méangd M C R" sdgs vara enkelt sammanhédngande om:

(1) M &r bagvist sammanhéingande

(2) Varje enkel, sluten kurva i M kan kontinuerligt deformeras till en punkt
utan att lamna M.



OBS.
R3\ {klot} och R?\ {punkt} &r enkelt sammanhiingande. Diremot r
R3\ {linje} ej enkelt sammanh#ngande.

3.3 Sats 10.5.4

Lat D C R? enkelt sammanhiingande domiin. F : D — R3 ett C!-filt. Da
géller att F virvelfritt = F' konservativt

4 Nablaridkning

4.1 Laplacian

Definition av Lapacianen lyder:
Laplacianen av F : R? — R ir AF = V2F =V .VF.
Vektorvarda funktioner F' gar ocksa bra.

4.2 Rotationsfilt

Definition av Rotationsfilt:

Lat D C R? domén, F : D — R3. F sigs vara ett rotationsfilt om

3G : D — R3, G C C! sadant att F =V x G.G kallas da vektorpotential till
F.

5 Maxwells ekvationer

Maxwells ekvationer dr en uppséttning fyra partiella differentialekvationer som
beskriver elektriska och magnetiska filt och hur de interagerar med varandra.
De ar en grundliggande del av elektromagnetismen och &r centrala for
forstaelsen av en méngd fysikaliska fenomen, inklusive ljus, radiovagor och
elektriska kretsar.

5.1 Maxwells forsta ekvation

Om man stéller upp ett uttryck for det elektriska féltet E € C! fran en
punktladdning som befinner sig i origo far man,

E=-"*_p¢ (3)

Dér 7 = %F, Q@ &r laddningen och € dr en materialkonstant. Lat K vara klotet
med radie R kring origo. Efter lite forenklingar i hogerled kan flédet av féltet
E upp genom sfiren 9K skrivas som,

# BNas = <. (4)
0K

€



Om man hér skriver laddningen ) som en trippelintegral Gver
laddninsférdelningen p(z,y, 2) € C° och tillimpar Gauf} sats pa viinsterledet

e ///KV-EdV:///Kng. (5)

Eftersom integralerna skall vara lika for varje val av K maste integranderna
vara lika vilket ger Maxwells forsta ekvation.

5.2 Maxwells andra ekvation

Maxwells andra ekvation sédger att det magnetiska féltet dr kallfritt och kan
hérledas med hjélp av Gaufl lag om magnetism dér man sedan anvénder
Gauf} divergenssats, om dessa berdkningar utfors ges att

V.B=0. (6)

5.3 Maxwells tredje ekvation

Maxwells tredje ekvation kan hérledas ur Faradays induktionslag som lyder

35 E-df:—i// B« NdS. (7)
oY dt JJy

Stokes sats anvinds hér pa vinsterledet samt att derivatan flyttas in under
integralen och blir en partialderivata, det nya uttrycket blir da

//Y(VXE)-NCZS://’/—%?-NdS (8)

och eftersom att ekvationen skall gélla for en godtycklig yta Y maste
integranderna vara identiskt lika. Vi far da

. OB
VxE=-—" (9)

som &dr Maxwells tredje ekvation.

5.4 Maxwells fjarde ekvation

Maxwells fjarde ekvation hérleds ur Amperes lag genom att identifiera en brist
i lagen och korrigera for denna. Detta ger efter férenklingar att,

V'(VXE):V'(MJ+M€%).

Om man nu tillaimpar Gauf3 divergenssats far man ut

(10)

= o E
VXB:ﬂJ+ue%—t, (11)

vilken dr Maxwells fjarde ekvation.



5.5 Vagekvationen

En viktig 16sning till upsdttningen av Maxwells ekvationer ar den sa kallade
vagekvationen. Denna beskriver hur elektromagnetiska vagor utbreder sig i
vakuum och att de har en utbredningshastighet ¢ = 299 792 458 som per
definition blir ljusets hastighet. Vagekvationen for elektriska filt ges av
foljande,

0% B}
@E = CQV2E. (12)

6 Optimering i kompakt omraden pa R"
Vi vill hitta ett storsta respektektive minsta virde for funktionen

F:K—-R , FeC' and K €R", (13)

diar K &r ett Kompakt omrade. Att K ar ett Kompakt omrade och att F' &r en
C! funktion har nigra viktiga implikationer som listas nedan:

A) F antar ett storsta och ett minsta varde.

B) Alla punkter i K dr antingen inre punkter eller randpunkter.

(A)
(B)
(C) F(a) ar en extrempunkt = (a) = 0 eller a &r en randpunkt.

(D) Randen till 0K, #r styckvis C* dér varje delyta Y; &r en (n — 1) — dim.
C'-yta. = Vi kan hitta en C!-parametrisering r; : £; — R*~! dér

gi = F(r;) : E; — R #r en C! funktion av (n — 1) variabler pa det
kompakta omradet E;. Det hir i sin tur ger att (A), (B) och (C) kommer
att gélla for g; pa E; for alla i:n som hor till en delyta Y;.

For att nu 16sa vart ovan presenterat optimeringsproblem sa forsoker vi hitta
alla kandidater till max och min punkter. Dessa kandidater maste vara
extrempunkter, (C) leder oss till

Stegl:
Hitta alla punkter ddr VF(a) =0

Dessa punkter a dr kandidater till att vara vara extrempunkter. Enligt (B)
och (C) aterstar endast att undersska om det finns extrempunkter pa randen
OK. For att gora detta skulle vi enligt (D) dela upp K i Ct-ytstycken och
parametrisera dessa. Enligt (D) sa kan vi dessutom undersoka 0K pa samma
sétt som vi gjort hittills eftersom att (A), (B) och (C) &ven géller for
parametriseringen av 0K.

Steg?2:
Dela upp Randen 0K i C! ytstycken och parametrisera varje yt-stycke Y; som

ri: B >R dir gg=For;:E; =R (14)



Om parametriseringen dr av 0 variabler sa fortsétt till Steg 3. Annars, borja
om pa steg 1 med g; pa E; i for alla i:n som hor till en delyta Y;.

Nér vi har undersokt alls méjliga kandidater till storsta och minsta virde sa
aterstar endast att jamfora vara kandidater for att se vilket virde som &r
storst respektive minst.

Steg3:
Jamfor vara kandidater.

Detta &r en metod som alltid kommer att funka men kommer inte helt utan
komplikationer. Exempelvis sa kan det bli vildigt mycket berikningar i hégre
dimensioner och speciellt om vi har flera ytstycken i vara riinder. En kub i R3
har 6 sidor, 12 kanter och 8 hérn som alla maste parametriseras. I detta fall
hade det vart smart att 6verviga en annan metod for att hitta extremvérden.

Ett exempel kan vara om man ska bestdmma stérsta och minsta vérde av

712

23] pa D =[0,1] x [0,1] (15)

f(x,y) =

I detta fallet finns det en smart 16sning som &r:
x>0,y>0iD = f(x,y) >01D och f(z,y) =0 da y = 0 sa minsta viirde dr
0= f(x,0)

For att bestdmma det storsta virden sa gér man likheter hela vigen da x = 0,
y=1

Ty? Ty? Ty? 7 7
fla,y) = Y <4 <Y YL g
21+2x+3y) ~ 2(1+3y) ~— 2(y+3y) 8 — 8
Detta ger da:
f(z,0) = 0 + Minsta virdet (17)
f(0,1) = I« Storsta virdet

Sjalvklart skulle detta fungera med den vanliga metod men det skulle da ta
langre tid.

7 Optimering pa icke kompakta omraden

Om f: D — R &r en C! funktion med D C R” inte &r kompakt, finns ingen
garanti for f Att anta extremvirden. Behover undersoka existens

Huvudidé
Anviénd uppskattning for att visa att max/min inte kan finnas utanfor ett visst
kompakt omrade K. Stk sedan max/min pa K



T.ex:

Om D obegrénsat slutet omrade och f(Z) — 0 da Z € D och ||Z|| — oo om
man da kan hitta @ € D dér f(a) >0, IR € R sa att f(&) < f(j) om ||Z|| > R
och & € D.

K = D N Bpg kompakt

f(@) < f(@) om & € D\ K. Da maste f anta max pa K. Metoden fran kap 4.1
kan anvéndas. Max kan inte vara pa ||Z]| = R motsvarande for min.
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