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1 Kurvintegraler

1.1 Definitioner:

Sammanhingande mingd #r en mingd som inte gar att dela upp i tva separerade delméngder
vars union ar den ursprungliga méngden.

Bagvis sammanhingande méingd é&r en striktare form av sammanhingande méngd dér varje
par av punkter i mingden kan forbindas med en C° -kurva som ligger helt i mingden.

Figur 1: Pa bilden syns en bla bagvis sammanhingande méngd och en vit osammanhingande
méangd. Oberoende av hur punkterna A och B placeras i den bla méngden kan de alltid forbindas
med en C%kurva som ligger helt i den bla mingden till skillnad fran punkterna C och D dar
CY-kurvan kan passera utanfér den vita mingden.

Sats: Bagvis sammanhingande mingd — Sammanhingande méingd.
Domsén Dc R”, dr en bagvis sammanhéngande 6ppen méngd.

Kurvintegral: Lat 7:[a,b] - D som &r en C'-kurva och F: D — R" ett C° vektorfilt. Da r
kurvintegralen (arbetet) av F' ldngs kurvan:

I-= /abF(F(t))~F’(t)dt (1)

e [ ir oberoende av parametrisering.

e [ byter tecken vid orienteringsbyte.
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Figur 2: Till vénster i bild syns den réda linjen z=f(x,y) lingsmed kurvan ~ i ett skaldrfilt.
Kurvintegralen i skaldrféltet kan ses som arean under funktionen z=f(x,y) lingsmed kurvan ~. Till
hoger i bild syns kurvan 2 men i ett vektofilt. Kurvintegralen i vektorfilt kan ses som ett matt
pa hur mycket vektofiiltet &r riktat lingsmed kurvans bana eller fysikaliskt det arbete en partikel
som foljer banan utfor.

1.2

1.

Notationer:

~ ar en vanlig beteckning for en kurva.

Ett vanligt skrivsétt &r:

J:fabﬁ(f(t)).f'(t)dt:Lﬁ.df

I planet &r F = [g] och dr = [ZZ] och vi kan da skriva:

[F~dF:dex+Qdy
Y Y

P dx
I rummet & F = [ Q| och d7 = |dy| och vi kan da skriva:
R dz

fF~d?:/de+Qdy+Rdz
Y vy

Lat v1, 72, ...7, vara C'-kurvan dir slutpunkten for ;= startpunkt for v;,1, i=1, ..., k-1. Da

ar y = Zle v; och vi kan skriva:
. k

f Fdi=
v i=1

K2

/F-df
Yi

()



5. Om ~-kurvan #r —y-kurvan med motsatt orientering for ett godtyckligt F s& &r:

[wﬁ-df:—/;ﬁ-df (6)

e Notera att 7 - = —v +y =0, Alltsa har man inte utfort nagot arbete i vektorfiltet om
man foljer en kurva och sedan gar tillbaka pa samma kurva.

6. Notationen gfﬂ/ F' - d7 indikerar att v ér en sluten kurva, ofta randen till ett omrade.

?3\/ 2

-

Figur 3: v ar en styckvis sluten kurva som &r positiv orienterad. v =1 + 2 + 73 .

1.3 Jordans sats:

Lat v vara en enkel sluten C°-kurva i R%. D& bestar R? \ vy av exakt tvd sammanhingande kom-
ponenter, insidan och utsidan, dér insidan &r begrénsad med  som rand.

e Positiv orientering #r da insidan av - &r till véinster i kurvans fardriktning och integration
markeras med
yﬁ P di (7)
¥

e Negativ orientering dr da insidan av ~ &r till hoger i kurvans fiardriktning och integration

markeras med R
}( P di 8)
¥

Utsidan

Y, Y,

Figur 4: Fran vénster i bild, positiv respektive negativ orientering.

1.4 Berikning av kurvintegral:

Det finns tre olika metoder for att berdkna kurvintegraler:
1. Parametrisering av randen och 16s genom envariabelsintegration éver flera C'-stycken.
2. Utnyttja potensialer for konservativa filt (sats 9.4.2).

3. Greens sats (sats 9.2.1).



1.4.1 Metod 1:

Kurvan v = 1 +y2 +... +7,. Hitta en explicit parametrisering for varje enskilt kurvstycke och rdkna
ut varje integral for sig:

quﬁ-df:f;fwﬁ-df:fabﬁ(f(t))-f'(t)dt+fcdﬁ(f(t))-f'(t)dt+...+f€fﬁ(f(t))-f'(t)dt 9)

2 Konservativa falt

2.1 Definition av konservativt filt

Definition 9.4.2 Vi later D ¢ R vara en domiin. Vi séiger direfter att F : D — R™ &r ett
vektorfilt. Da siigs F vara konservativt eller ett potentialfilt om 3® : D —» R s& att F' = v®. Da
brukar @ kallas for en potential till vektorfiltet F. Om F #ven tillhor C° s& skiljer sig olika @
endast med en konstant.

V<I>1:VCID2:F:>V(<I)1—<I>2):6

:>(I)1—(I)2:C

2.2 Satser om konservativa falt

Sats 9.4.2 Vi later aterigen D ¢ R” vara en domiin och att F D — R" &r ett vektorfalt som har
potentialen ®. Da giller att for varje Cl-kurva v € D dér @ och b ér start och slutpunkter for +:

fﬁdf: ®(b) - d(a)

Bevis. Vi tar fram en godtycklig C'-parametrisering av 7 : [a,b] - R"™ av v di, som ndmns i 1.1,
vi vet att resultatet kommer vara oberoende av parameterframstéllningen.

) b d
fF df = / F()) - () dt
¥ a dt
D vi vet att @ &r potentialen till F s kan vi gora foljande substitution:
"B 4t "o 4 t)a
[ RG-S [ v Sind

Med hjalp av kedjeregeln kan vi flytta ut tidsderivatan:

[Fvem- L= [T o) = 26m) - 27 (@) = o) - 2()

Foljdsatser till 9.4.2

o _[7 F - dF beror endast pa start och slutpunkt for +, den r alltsa oberoende av viigen

e Om < &r en sluten kurva i D blir 557}?' -dr = 0. Observera att detta forklarar varfor faltet
kallas konserverat da ingen energin gar at och darfor ”konserveras”

Med hjélp av denna sats har vi hittat en ny metod for att berfikningar av . - F.dF.



Sats 9.4.3 Lat D ¢ R™ vara en domén och F :— R™ vara ett C°-vektorfilt. Om [,YF -d7r ar

oberoende av végen eller, vilket &r ekvivalent, 557 F.di =0 sa &r F ett konservativt filt.

Bevis. Vi borjar med att anta att fﬁ/ F-df &r oberoende av viigen mellan #indpunkterna. Vart mal
Ar att hitta ett®: D — R sa att F = v®. Vilj ett godtyckligt @ dir @ € D. Vi definerar foljande:

@(z):LF-df

dir « #r en godtycklig C*-kurva fran a till Z. Observera att ®(x) #r vildefinerad da den inte beror
pa vigen mellan @ och Z. Om ¢ =1,...,n sa dr malet med beviset att visa foljande:

FzV@ovBeD,g—@(B) - F()
x;

Vi fixerar nu i och b

P . (b + hé;) - d(b
0 (B) = lim (b+hé;) (b)
3:13i h—0 h
Vi later v, vara en godtyckligt C'-kurva fran a till l;, vs,n, vara raka strickan mellan b och b+ hé;
och 9 vara summan mellan y; och 73 . Med dessa definitioner skriver vi upp f6ljande ekvationer:

®(b)= [ F-dr

71

®(b+hé;))= | F-dr

Y2

®(b+hé;) - d(b) = F-dri

Y3,k

Om vi nu parametriserar 73 ;, pa f6ljande sitt:
0
F(t) =b+|ht|, dir t € [0,1]

0

Med denna parametrisering far vi nu:
Fi1 00
. 1. 1| : 1 1.
f F-df:f F(F(t))~?’(t)dt:f F||h dt:h/ Fi(f(t))dt:hf Fy(b+ hte)dt
¥3,h 0 0 . . 0 0
F,] [0

(b +hé;) - d(b)
- h

Med hjalp av medelvirdessatsen far vi foljande:

1 - -
:f B(b+ hté,)dt
0

1. .
f Fy(b+ hté)dt = (1 - 0)Fy(b+ hé),0< 0 <1
0

oD (5) = lim (b + hé;) - D(b)

= F.(b
al‘i h—0 h ;(b)

=

De gar dock enklare siitt att avgora om ett filt 4r konservativt eller inte.
Definition

F= [g] och #r ett C'-vektorfilt i R. Vi kallar d& F' virvelfritt eller irrational om:
0Q _or
ox Oy



Sats 9.4.4 Lat D ¢ R? vara en domiin och F :— R? iir ettC'-vektorfiilt. Da giller foljande:
F konservativt = F' virvelfritt

Bevis. Om F ir ett konservativt C'! vektorfilt betyder det att det finns ett ® € C20 sa att F' = V®

0% 87@387}7_8%5_32@_8@
- y dy 0xdy Oydr Ox

P R — =
)

3 Greens sats

Sats 9.2.1 (Greens sats i R?)
Lat P, vara C'-funktioner pa en 6ppen mingd w € R? Om D ¢ w kompakt med rand 9D som
utgors av en eller flera C'-kurvor med positiv orientering.

ﬁDPdedy:[fD(g—f—%)dxdy

OBS! Positiv orientering D till véinster om fiardriktning.

8.’1}2 _ y2:|

Ex 1. Berikna kurvintegralen for mandagens triangel och filtet F = [ 222 4y

Losn. Greens sats:
P=82—y?Q=22"+y

or oQ
— =2y, — =4
dy 4 Jr “

LF~dr:[3Dsz+Qdy:f/[)((gig—Z?S))dxdy:/]jj(4z+2y)d:cdy

2 42z 4
=2 f / (2x + y)dydx = 64
0o Jo 3

[F~dr
.

och v 6vre halvan av enhetscirkeln moturs. Losn. « inte sluten Léigg till v, sa

Ex 2. Beridkna

8.’E2 _ y2
222 +y
att v + 72 = 0D men positiv orientering Green sats ger

LF-dr:fﬂ)(zcj—g];)dxdy—ﬁzF.dr

dar F =

Den forsta integralen &r

m(gg—g];)dxdy:[/I;J(BxQ—(—3y2))d:17dy:3/(;7rf01rzrdrd0:?ZT

och den andra loses:
Parameterisera ~s:

r(t) = [é],—l <t<lr(t) = [é]

Pe(0) - 1]

fWF-dr - [11 F(r(t))-r'(t)dt = [11 12dt = g



3.1 Bevis av Greens sats (For reguljira omraden)

Steg 1. Antag D &r reguljirt i x-led. Ska visa

Pdz = - ff —dxdy
oD D

D=

Lat

-

D;

=1

dar
D; ={(z,y)|a; <z <bj,a;(x) <y < Bi(x)}

och randen &ar
OD;=m+-+7

med positiv orientering.
Vi ska visa att for varje ¢ = 1,...,n géller

[f —dxdy
b rBi(z) 9P

—d:z:dy . f f 9 yda
[[ a; a;(z) 8y

T fab [P(x’y)]gl(of(r) dz = fab Pz, ai(x))de - fab P(x,Bi(z))dx

Borjar pa vinster ledet:

Pdzx + Pdzx

Y1 3

Eftersom integralerna éver 7, och 74 dr lika med noll (vertikala kurvor) foljer det att

OF 1ed Pd:f Pdz.
/f my; . oD, .
Pd:f Pd
;faDi T Jopt

Idé: integraler lings inre kanter kancellerar: Endast ytter kanten 0D &verlever (Proof by imagina-
tion).

Aterstar att visa

Steg 2: Genom att utféra ndstan samma bevis som i steg 1 far man: Om D &r reguljért i y-
led:
Qdx = /f @dxdy.
oD D Oz
Byter man x mot y far man annan orientering, dirav bytt tecken.

Steg 3. Om D reguljéirt ar det reguljirt i x- och y-led. Vi kan da summera resultatet fran steg 1

och steg 2:
B 0Q oP
Sy Pie+au= [ (G-, Jasts m.

3.2 Tillimpningar av Greens sats

Def. En miingd M ¢ R? siigs vara enkelt sammanhingande om
(i) M &r bagvist sammanhiingande

(ii) Insidan av varje enkel slutenkurva i M ligger helt i M.



Den intuitiva tolkningen av en enkelt sammanhindangde méngd dr att méngden saknar hal.

Sats 9.4.5: Lat D ¢ R? vara enkelt sammanhiingande domén F : D — R? ett C'-vektorflt.
Da géller:

F virvelfritt = F Konservativt.

Vi har redan sett <—.

Bevis. Antag F = [g] Virvelfritt dvs % = 88—1;. Lat v vara en godtycklig enkel slutenkurva i
D. Lat E = insidan av v (funkar av Jordans kurvsats).
Ge 7 = OF positiv orientering D enkelt sammanhingande == E ¢ D == F definierad och C*!

pa hela E. Greens sats ger

%Fdr—jg Pdzx + Qdy = /](gcj—ai) drdy=0 m.

3.2.1 Areaformel

Av greens formel hittar vi formler for arean av ett omrade D.

- = =u(D
faD yd = [[ dady= (D)

faD zdy = p(D)

1
- —ydz + zdy = u(D
2faDyI+xy (D)

4 Greens sats, R2 - R3

4.1 Definition av rotation av F

Lat D ¢ R® vara domén, F : D - R3 C'—vektorfilt. D4 #r rotationen av F vetorfiltet

. N N 8F3 _ OF,
. S ls 5 5| |dn &
rot(F) =VxF=|5 3, o 4, 86; (10
F B, F| |92-4

Man siiger att F #r virvelfritt ifall vV x F = 0.

4.2 En omformulering av Greens sats:

I R? skriver man Greens sats pa foljande vis

[F dr—f[(@—a—g) dardy = 0.

= |P
om F =
[Q]
Betrakta domin D som ett ytstycke i R® och dD som en kurva i R® dér bada #r del av

zy—planet.
P

Lat F' =|Q |. Rotationen av F' blir da
0



Fo|2 8 8| 9Q _ 9Py _ (9Q _ 9P\,
VxF = Ox Oy 0Oz _(0’0’%_@)_(%_@2"
P Q 0

Notera hér att 2 fr enhetsnormal N till ytan D och att dazdy = ds #r areaclementet i D. Greens
sats kan dérfor skrivas om for D i xzy—planet som

Fdi - ff (V x F)Nds.
oD D

Vad som ocksa ska ndmnas &ar att om 9D ar positivt orienterad rader ekvivalens med att N x dF

pekar in mot D.

4.3 Definition av divergensen av F i R3

Lat D ¢ R® vara domén, F: D - R3? C'—vektorfilt. Divergensen av F' ir da skalirfiltet

= . O0Fy O0F, OF3
div(F)=V-F=—+—+— 11
w(F)=v ox " oy " 0z (11)



