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1 Gauss Sats

Definition: Divergens

Lat D C R3 vara domén och F : D — R3 vara C'-filt. Divergensen av F #r
o e B = ) ) OF.

skalérféltet div(F) =V - F = % + ai; + %

Gauss’ sats (Divergenssatsen)

Lat Q C R? vara en 6ppen mingd och F : Q — R3 vara C'-vektorfilt. Om det

kompakta omradet K C €2 med rand K bestaende av C'-ytor och #r orienterad

med utatriktad normal N sa géller att

//BKﬁ-Nds://KV-de (1)

I den hér formeln kan kurvintegralen i véansterledet tolkas som flédet av F genom
randen av K och hogerledet som den totala produktionen i K. Gauss’ sats &r en
tredimensionell motsvarighet till Greens formel. Satsen kan anvindas om ytan
dr sluten och om den inte &r det kan en yta behova laggas till.

2 Stokes Sats

Definition: Parametriserad yta

Lat D C R? vara kompakt kvadrerbar och randen 0D vara positivt orienterad
samt styckvis C1. Lat 7 : D — R3 vara en C'-funktion. Y = 7(D) kallas en
parametriserad yta. 9Y = 7(9D) kallas randen till Y och siigs vara positivt
orienterad om QY &rver orienteringen fran 9D.

Definition: Rotation
Lat D C R3 vara en domén och F : D — R? vara C!-filt. Rotationen av F
(som &r ett vektorfilt) definieras som

rot(f):Vxﬁ:(%—@%—%%—@). (2)



Stokes sats
Lat F vara ett C'-filt som &r definierat i en 6ppen mingd Q C R3. Om Y #r
ett positivt orienterat ytstycke i 2 med positivt orienterad rand 9Y géller att

]gyﬁ-dfz/y(vXﬁ).Nds. 3)

En enkel regel for orienteringen ar att N x dF ska peka mot Y och om inte
behovs ett minustecken i satsen.

Fysikalisk tillampning
Bade Gauss divergenssats och Stokes sats kan anvéindas vid fysikalisk tillampning,
vilket visas i Maxwells foljande ekvationer kring elektriska och magnetiska félt

V- E=E (Gauss’ lag) (4)
€’
V.-B=0, (Magnetiska filtet &r kallfritt) (5)
- 0B : .
VXE= T (Stokes, Faradays induktionslag). (6)

3 Nablaridkning

Definition: Laplacianen

Laplacianen av en funktion f : R® — R betecknas Af = V2f, och beriknas
8

enligt foljade: V2f = V-V f = 8 f :+3 f + azf Dér V ér operatorn: V = g
f kan ocksa vara en vektorvird funktion. Laplacianen definieras alltsa bom “di-
vergensen av VE.

Olika identiteter

Antag att ¢, ar skaldrfilt och att F', G &r vektorfalt, alla av klass C' for de
forsta sex identiteterna och klass C? for de sista tre. D& giller foljande identi-
teter:

(oY) = ¢V + ¢V (7)

V- (F) = (Vg) - F+¢(V - F) (8)

x (9F) = (Vo) x F + ¢(V x F) (9)
(FxG)=(VxF)-G-FVxG) (10)
Vx(FxG)=(V-G)F+(G-V)F - (V-F)G—(F-V)G (11)
VE-G)=Fx(VxG)+Gx (VxE)+(F- G+ (G-V)F  (12)
V- (VxF)=0 (13)

V x (Vo) =0 (14)



—

V x (VxF)=V(V-F)-V*F (15)

De tva forsta identiteterna giller i R™, dvriga géller endast i R3.

4 Potentialer

Existens av en potential under angivna forutsdttningar ges av:
Sats 9.4.3 Lat F' = (P, Q) vara ett kontinuerligt vektorfilt definierat i en
bagvis sammanhéngande 6ppen méngd €2. Om kurvintegralen fv F - dr &r obe-

roende av vigen for alla kurvor v i €2, sa har F' en potential i €.

Kurvintegralen i rummet &r:
/ u-dr = / UldIl + Ugdll?g + Ugdl‘g, (16)
¥ ¥

dar u=Grad U for nagon funktion U. Integralen &r &r oberoende av vigen om
dess virde bara beror av kurvans d&ndpunkter. Om u ér definierad i en 6ppen,
bagvis sammanhéngande méngd géller formen:

[yu~drU(b)U(a),

Vi har dven sett hur.

Sats 10.5.3 Varje potentialfilt ar virvelfritt.

5 Optimeringsproblem

Optimeringsproblem kan néistan alltid skrivas om till att hitta storsta och mins-
ta virdet for en funktion, betrakta dérmed foljande problem P.

P: Givet kompakt miingd D C R™ och en C' funktion f : D — R. S6k storsta
och minsta virde som f antar.

Observera féljande:
(a) D kompakt och f € C! C C° garanterar att f antar ett storsta och minsta
vérde.

(b) Varje punkt i D dr antingen en inre punkt eller randpunkt, givet detta
kan D skrivas som D = D;,,.. U 0D.



(¢) Om f antar storsta eller minsta vérde i en inre punkt Zo € Dy = ( lokal
extrempunkt. = V f(Z() = 0.

(d) Antag dD é&r styckvis C!, dD kan alltsa delas upp i D = Y; U--- U Y}
diir varje Y; ér en (n-1)-dimensionell C1-yta. Kan hitta en C''-parametrisering
7i: By = Y; dir E; C R ! kompakt.

Sammansittningen g; = f o 7; : F; — R blir en C''-funktion av (n-1)-variabler
pa E; kompakt.
Observation (a), (b) och (c) géller for g; pa E; for i = 1...k.

Utifran detta fas en rekursiv procedur i tre steg for att 16sa problemet.

Steg 1:

Hitta alla inre stationéra punkter:

Los Vf =0 for T € Dipre.

(Z € 0D ej nodvindigt men okej att ta med.)

Steg 2:

Dela upp 0D i C'-ytstycken Y7, ..., Y%.

Bestdm en C'-parametrisering for varje Y;

7:FE; =»Y; dir E; C R*! kompakt.

Sétt g; = f o7; och ga till steg 1 for paret (g;, F;). Avsluta nédr randen #r tom
vilket normalt kriver n steg.

Steg 3:
Jamfor alla kandidater.



