Sammanfattning flervariabelanalys Lv 7

7D: Madicken Astorsdotter, Nils Kalmnéas Drakenfors,

Filip Karlsson, Jacob Larsson och Ellinor Olesen

10 mars 2023

1 Gauss sats
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kallas for flodesintegralen och representerar flodet genom en yta.

Divergensen av F' defineras som
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Sats (Gauss sats. Divergenssatsen)

Lat F = (Fy, Fy, F3) vara ett C'-falt definerat i en ppen méngd Q i rummet.
Om det kompakta omradet K C  har en rand 0K som bestar av en eller
flera C'-ytor och som ér orienterad med utatriktad normal(N) sa géller att

/AKﬁoNdS://LV-ﬁdV

Bevis

Beviset av Gauss sats (for reguljira omraden) paminner om beviset for Gre-
ens sats. Forst bevisas det for ett delomrade da F = (0, 0, F3). Sedan



summeras alla delomraden och samma resonemang genomférs i alla axelrikt-

ningar.

2 Stokes sats

Definition: Parametriserad yta

Lat D C R? vara en kompakt och kvadrerbar méingd, och dess rand 0D vara
positivt orienterad samt styckvis C*. 7: D — R vara en C' funktion.

Y = 7(D) kallas for parametriserad yta (ytstycke).

JY = r(0D) kallas for randen till Y.

dY ségs vara positivt orienterad om den arver orienteringen fran D.

Man kan se Y och dY som bilden av D respektive 0D under avbildningen:
7D — R3,

Stokes sats

Vi sag forra veckan att man kunde skriva om Greens sats i xy-planet enligt:

/8Dﬁ-dfz//[)(Vxﬁ)-NdS (1)

Dir N ér enhetsnormal till ytan D som ligger i xy-planet.
Om vi istdllet betraktar ett parametriserat ytstycke Y enligt definitionen
ovan som bilden av D under parametriseringen 7(s, t), kan vi nu generalisera

Greens sats till 3-dimensioner.

Sats: (Stokes sats)

Lat 2 C R3 vara en 6ppen mingd, F : Q — R3, F € C!

Om Y ar ett positivt orienterat ytstycke i €2 med positivt orienterad rand

JY, galler att:
/ ﬁ-df—//(Vxﬁ)-NdS (2)
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Dir N ér enhetsnormal till ytstycket Y.
Allmént: NdS = (g—j X %)dsdt med s och ¢ som vara parametrar.

3 Nablarakning

Skalar- och vektorprudukterna

Vi definerar den skaldarvirda funktionen f och de vektorviarda funktionerna
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I Gauss sats anviands skalarprodukten dven kallad divergensen.
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I Stokes sats ér det istéllet vektorprodukten som anvands, vilket dven kallas

rotationen.
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Def: Laplacian

Laplacianen av f : R — R &r
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Identiteter

Dessa identiteter giller endast i R® och i klass C?

V- (VxU)=0
V x(Vf)=0
Vx(VxU)=V(V-U)- VU

Denna identitetern ricker det att klassen ar C*

V- (UxV)=(VxU)-V-U-(VxV)
4 Konservativa/virvelfria falt

Alla potentialfalt ar virvelfria, dvs.
Rot(u) =0

eller
Curl(u) =0

om vi har en funktion ¢(z), s& ges ett potentialfalt av vektorfaltet

Vi vill nu visa att varje potentialfilt ar virvelfritt, vilket betyder att dess
curl/rotation &r noll. Curl 4r en matt pa hur mycket ett vektorfilt roterar
runt en punkt. Om vi kan visa att curl av ett potentialfalt alltid ar noll, da

har vi visat att varje potentialfélt ar virvelfritt.
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foljer det att
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Eftersom termerna i varje kolumn &r lika har vi att 57 x (7¢) = (0,0,0) =0

Alltsa har vi visat att varje potentialfalt ar virvelfritt.

5 Optimering pa kompakta omraden

Optimering pa kompakta omraden innebér att 16sa problem pa foljande gene-
rella form: Givet en kompakt mingd D € R™ och en C*-funktion f : D — R,
sOk storsta och minsta virde som f antar. Dessa problem kan losas med fol-

jande generella 16sningsmetod:

1. Hitta alla inre stationédra punkter: Los V f = 0for 7 e Diyre. I detta steg

kan man vélja att inte ta med punkter pa 0D eftersom dessa kommer

med i steg 2.

. Hitta stationdra punkter pa 0D. Det kan goras pa foljande sétt: dela
forst upp 0D i C'-ytstycken Yi,...,Y;. For varje i bestimmer man

dérefter en C'-paramtetrisering

P B =Y, (3)

dir E; € R™! ér ett kompakt omrade. Hérefter kan vi tillimpa steg 1
pa den sammansatta funktionen g = f o7; (med F; som det kompakta
omradet). Processen fortsétter pa samma sétt tills randen till F; &r
tom. Detta kréver normalt n steg.

. Jamfor alla kandidater som kommit ur steg 1 och 2 for att finna storsta

och minsta varde.

Observera att &ven om metoden fungerar generellt sa kan den kriava ganska

mycket arbete. Det ar darfor alltid en bra idé att forsoka hitta storsta/minsta

viarde pa andra satt fore anvindning av metoden ovan. Ett enkelt exempel



ar

flaz,y) = (x+y)? (4)

definierad pa D = [—1,1] x [—1,1] (en kvadrat med sidlingd 2 centrerad
kring origo). Den generella 16sningsmetoden fungerar, men vi kan gora det
enklare for oss. Eftersom f(z,y) > 0 sa dr minsta virde 0 (antas i origo).
Vidare ser vi att storsta virde ar 4 (antas i (1,1) och (-1,-1)).



