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1 Nablaridkning

Nablaoperatorn V &r en viktig symbol inom vektoranalys anvinds for att be-

skriva forandringar i funktioner i flera dimensioner. Nablaoperatorn anvéinds for

att berdkna gradienten, divergensen och rotationen av en vektorfunktion.
Nablaoperatorn definieras som:

0 0 0
V_(%787y,&)'

1.1 Anvindningar av nablaoperatorn

Under beridkning med V hanteras den som en tredimensionell vektor. Med hjilp
av detta kan gradienten av en skaldrfunktion av trevariabler, f(z,y, z), definieras

som: of of of
Vf = (75 a 7)
Oz’ 0y’ 0z
Eftersom V hanteras ungefar som en tredimensionell vektor under berikning,
sa kan man fa divergensen av ett vektorfilt genom skaldrprodukten av V och
vektorfiltet. Divergensen av en vektorfunktion F = (Fy, Fy, F3) anvinds inom

Gauss Sats och definieras som:

g 0 0 OF; OF: OF: .
E,Ky’@)'(f’hFQ,Fs):fl 2422 —divF.

V-E=( 8:z:+37y 0z

I Stokes sats anvénds rotationen, vilket berdknas med kryssprodukten av V
och ett vektorfilt. Rotationen av vektorfillet, F = (Fy, F, F3), definieras dérfor
som:

e (D) €3
— |92 9 9 |_ _
VxXF =52 a5 o5 =rotF= curl F,
P, F, F;

d&r eq, eg och eg dr enhetsverktorer i R3.



1.2 Identiteter for Nablarikning

Antag att ¢ och v #r skalirfilt och att F och G ar vektorfilt, av klass C! for
identiteterna 1-6 och C? for de 6vriga. Da giiller de foljande identiteterna:

1

V- (¢F) = (V¢) -F+¢(V-F) 2

) (1)

) (2)

V x (¢F) = (Vo) X F + ¢(V x F) (3)
V- FxG)=(VxF)-G-F (VxG) (4)
Vx(FxG)=(V-GF+(G-V)F-(V-F)G - (F-V)G (5)
VF-G)=Fx(VXG)+G x (VXF)+ (F-V)G+ (G -V)F (6)
V- (VxF)=0 (7)
Vx(Vg)=0 (8)
Vx(VxF)=V(V -F)-V?F (9)

diir skaldrprodukten, V-V = V2 = A, dr Laplaceoperatorn. Alla identiteter
giller i R?, och de forsta tva dven i R™.

2 Konservativa och virvelfria filt i R®

Konceptet om konservativa och virvelfria vektorfilt definieras liknande i R3 som
i R2. Ett vektorfilt F &r konservativt om det finns en skaléirvird funktion ¢ vars
gradient V¢ = F, och ett vektorfélt &r virvelfritt om V x F = 0.

2.1 Konservativt implicerar virvelfritt

Sats: Om D C R3 dr en domén och F : D — R? &r ett C! vektorfilt sa giller:
F konservativt = F virvelfritt.

Detta bevisas enkelt genom att berdkna kryssprodukten V x (V¢), som visar
sig vara noll. Viktigt att observera &r att implikationen endast gar at ena hallet,
det finns alltsa virvelfria falt som inte &r konservativa, vilket tas upp i nésta sats.

Sats: Om D C R3 #r en enkelt sammanhingande domén och F : D — R3
ar ett C1 vektorfilt sa giller: F virvelfritt = F konservativt.

Alltsa géller det omvanda om vi lagger till restriktionen att D maste vara enkelt
sammanhéngande.

2.2 Enkelt sammanhingande mingder

Definition: En méingd D édr enkelt sammanhingade om D &r bagvist sam-
manhéngande, och varje enkel sluten kurva i D kan kontinuerligt deformeras
till en punkt utan att lamna méangden.



3 Stokes Sats

Stokes sats relaterar kurvintegralen av ett vektorfilt F 6ver randen av en yta
D till ytintegralen av vektorféltets roation rot(F) over D.

Satsen lyder som foljer:
Lat Q C R? 6ppen, F: Q — R3 F € C'. Om Y ér ett positivt orienterat ytstyke
i  med positivt orienterad rand 9Y géller att

?gyF~dr://Y(VxF)~Nds (10)

3.1 Anméirkningar
I satsen géller att randen Y maste vara positvt orienterad. Orienteringen &r

positiv da N x dr pekar in mot Y. Annars kridvs minustecken.

Om Y #r en funktionsyta z = f(z,y) giller det att

) —fx
Nds= |—f, (11)
1

3.2 Koppling till Greens Sats

Stokes sats 4r en generalisering av det Greens sats siger om kurvintagraler i R2.
Vi ser det enkelt om vi skriver om ytintegralen

0Q oP
/D(% - 371) dz dy (12)

fran Greens sats som ett specialfall av ytintegralen fran Stokes sats

//D(VxF)-l%ds (13)

dér k dr enhetsvektorn langs z-axeln ur R? planet dir D befinner sig.

3.3 Gauss sats

Ett annat specialfall av Stokes sats d&r Guass sats. Gauss sats relaterar ytinta-
gralen av ett vektorfilt F' 6ver randen till en kropp K till trippelintegralen av
vektorfiltets divergens div(F) over K.

Satsen lyder som foljer:
Lat Q@ C R® 6ppen, F: Q — R?, F € C*. Om K C Q kompakt med rand K
bestaende av C'-ytor orienterade med utatriktad normal N giller att

//SF-NdS:///VdideV (14)



4 Optimering pa kompakta omraden

Inom optimering understks problemet att finna det bésta utfallet for en viss
process. I en matematisk formulering lyder problemet pa detta vis: Givet en
kompakt mingd D C R™ och en funktion f : D — R, f € C', sok det storsta
och minsta virde f antar.

4.1 Observationer

(a) Eftersom D #r kompakt och f € C° D C' = 3fiae och Ifpmin

(b) Varje punkt i D dr antingen en inre punkt eller en randpunkt. Alltsa D
delas upp till Dy U OD déar Dy dr méngden av inre punkter i D och 9D &r
randen av D.

(¢) Om f antar ett extremvirde i en inre punkt Ty € Dy sa foljer att Zo &r
en lokal inre extrempunkt. Eftersom f € C! s féljer det att V f(zg) = 0.

(d) Antag att D &r styckvis C! kontinuerlig. Da kan randen delas upp i olika
C'-kontinuerliga (n — 1)-dimensionella ytor Y;,i = 1,...,k. Lat 7; : B; —
Y; vara en Cl-parametrisering dir E; C R™ ! &r en kompakt méngd.
Sammansittning f o 7; : E; — R bildar di en C'-funktion av (n — 1)
variabler.
(a), (b), (c) géller for funktionen fo7;, i=1,... k.

4.2 Lo6sning till problemet

Fran dessa observationer foljer en rekursiv procedur for att 16sa problemet.

Steg 1: Finn alla inre stationédra punkter. Utifran (c) &r detta detsamma som
att 16sa Vf(z) =0, & € Dy

Steg 2: Dela upp 0D i C'-ytstycken Y1, ...,Y,. For varjei = 1, ...,k bestim
en C'-parametrisering 7; : E; — Y; dir F; C R™! &r en kompakt méngd. Lat
sedan g; = f o 7; och gor steg 1 med paret (g;, E;). Om randen ér tom, ga till
steg 3.

Steg 3: Jamfor kandidaterna.
Denna procedur kraver normalt n iterationer.
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