Tentamen
MVE470, Flervariabelanalys, K/Kf/Bt

2023-03-17 , 14.00-16.00

Examinator: Maria Roginskaya , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Maria Roginskaya , telefon: 3570
Hjilpmedel: bifogat formelblad

For godkint pa tentamen krivs minst 40 poing sammanlagt pad tentamens bada delar (Godkéintdelen och
Overbetygsdelen) , inklusive eventuella bonuspoing fran duggor 2023.

For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkiant. For betyg 4 eller 5 krdvs dessutom 60
resp. 80 podng sammanlagt pa tentamens bada delar, inklusive eventuella bonuspodng.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pé vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och limna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Hitta andragrads Taylor appoximation av f(z,y) = €*¥~2 i punkten (1,2). Anvind den
for att hitta approximativt vérde i punkten (1.1,1.9).

Losningsforslag: f(1,2) = ¢ = 1, gi(m y) = ye 2, 5 af = ze™ 2 Vf(1,2) = (2,1).
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3,50(1,2) = 1. Tof(1+h2+k) = 142k +k+ 2h% + 3hk + k2/2. f(1.1,1.9) =

1+ O 2—-0.140.02 -0.03 + 0.005 = 1.095.

3. I vilken punkt skir tangent planet till grafen av funktionen sin(z? + y) + 2z i origo och
tangentlinje till en kurva (cos(t),sin(t), o=), t € R i punkten (1,0,1).

)21
Losningsforslag: % 2z cos(z? + y) + 2, % = cos(z? + y), alltsd blir normal till
funktionsyta i origo (2,1, —1) och tangentplanens ekvation ar 2x+y—2z = 0. For kurvan ser
vi att den gar genom (1, ) nir ¢ = 2, tangentriktning fr kurvan &r (— sin(t), cos(t), 5= ),

, dvs. tangenten dr x = 1,y = (2 — 1)/27. Snittet blir z = 1,

1,0
alltsd i (1,0, 1) ar den ( 1
=0,y=(2—-1)/2m) ie. z =1,2=(2-1/(2n))/(1 —1/(2n)),

24+ (z—1)/(2nm) —
y=1/2r —1).

4. Berdkna integralen:

(a) Berékna [ [psin(z)dA, dir R &r det omréadet i planet som begransas av z = 0,2 =7
och sin(z) <y < 2sm(y)

Lésningsforslag: [ dx fsiflz ) in(z)dy = o sin(z)(2sin(z) —sin(z))dz = [ §(1—
cos(2z))dr = /2 — 1[— sm(2x)] =7/2.

(b) Lat K vara den kropp som begrinsas av ytan z = x? + 32 och planet z = 2. Berikna
fffK(a:22+y2z)dV.
Lﬁsningsforslag Kropen beskrivs som 22 + y? < 2, 22 —|— y? < 2z <2 Om D =
{(z,y) : 22 + y?> < 2 blir integrallen ffDdxdyfoﬂ,/ 2’z 4+ y?2)dz = [ [p(a? +
yz)[§]22+y2dxdy = [ [(z* +y*)(2 — (2® + y*)?/2)dxdy. Nir vi gar 6ver till poldra
koordinat far vi f% do fﬂr2(2 —r4/2)rdr = 27[rt)2 — r6/12}(‘)ﬁ =2m(2—-2/3) =
8/3m.



5. Berédkna kurvintegralen 7{ ydx — xzdy ldngs randen 0D till omradet D som &r begrénsad
oD
av y = 1 — 22 och z-axel, och #ir positiv orientering. (12p)

(a) Enligt definition
Losningsforslag: Om man ritar bild ser man att omradet &r begrénsad av = €
[~1,1],y = 0 pa z-axeln och kurvan (z,1 — 2?) dir € [~1,1]. Med hinsyn till
orientering blir det f_ll 0dz — f_ll(l — 22, —z)(1 — 22)dr = — f_ll 1 — 2%+ 22%dx =
=2 —[23/3]L, = -2+ [1/3+1/3] = —8/3.

(b) Med hjalp av Greens formel.
displaystyles,, ydx — xdy = [ [, —2dA = =2 f_ll dx f017x2 dy = —2 f_ll(l—:UQ)dx =
—2(2 — [23/3]1, = —2(2 - 2/3) = —24 = —8/3.

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Normalt krdvs for podng pa uppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller

atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Avgor i vilka punkter funktionen f(z,y) = x;fii’yQ ar kontinuerlig (tydlig motiveringen
kravs!).
Losningsforslag: Nir 22 4+ 4y # 0 #r f kontinuerlig, da bada z?y och 22 + 4% &r
polynomer, s& kontinuerliga, och kvoten av kontinuerliga funktioner &r kontinuerli om
nimnare #r skild fran 0. 22 + 4y? = 0 endast om (x,y) = (0,0). Nir (z,y) — (0,0)
har vi att xy/(z? +4y?) dr begrinsad, da 4zy < (2% +4y?), och x — 0. Alltsa, grinsvirdet
finns och dr 0, d& vi har produkt av en begrinsad funktion och en funktion som gar mot 0.

7. Lat F vara vektorfiltet F(z,y, z) = 2i + yj + (2 + sin(2? + y* + 22 — 1))k. bestim arbete
som filtet gor lings en kurva 22 +y? = 1,2 = 0.

(a) Fran definition. Kurvan ir en cirkel (z,y, 2) = (cos(t),sin(t),0), t € [0,27]. S& arbetet
ir 27 (cos(t), sin(t), 0)(—sin(t), cos(t),0)dt = 0.

(b) Med hjilp av Stokes sats (valj en lamplig yta). (Notera att area av en disk av radius
r dr w72, och area av en sfir av radius r dr 47r2.) rot(F) = cos(z? +y? + 22 —1)2yi+
(—cos(z? + y? + 22 — 1)2x)j + Ok. Om vi viljer som yta som har kurva som randen

en disk av radius 1 med medelpunkt i origo, som ligger i zy-planet, da &r normelen
till den i alla punkter k, dvs rot(F') - n = 0, och dess integral 6ver disken &r 0.

8. Formulera och bevisa medelvirdesats for dubbelintegral. .

Se boken.

Lycka till!
Maria Roginskaya
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestim riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = e® 2 4+ 2% + y? i punkten (-1, —2)
i riktningen u =i — j (glom inte normera riktningen).

Losningsforslag: Vf = (ye™ 2+ 2z, 2e™ =2 +2y),sa Vf(-1,-2) = (-2 -2, -1 —
4) = (—4,-5). fi=(-4,-5)-(1,-1)/vV2=1/v2.

R 722 1 oY

Bestdm maximum av funktionen f(z,y) = 2% + 2y + y? dver kurvan 22 + 3 = 4.

Losningsforslag: Kurvan kan parametriseras som (2 cos(t), 2sin(t)), s& vi maximerar
cos?(t) + sin(t) cos(t) + sin?(t) = 4(1 + § sin(2t)). Maximalt viirdet av sin(2t) &r 1, sa
1

maximum av funtionen &r 4(1 4 5) = 6. Svar: ......c..oiiiiiiiiiiiiiiiiia..

Kontrollera att funktionen f(z,y) = 22 + zy + 3 har en stationiir punkt i origo och
avgdr om denna dr en maximum-, minimum-, eller sadelpunkt. . L&sningsférslag:

Vf = 2z 4+ y,x + 2y), s& Vf(0,0) = (0,0), alltsd - stationér punkt. Hessian ar

< ? ; > Determinanten av Hessian dr 4 —1 > 0, sa det 4t maximum eller minimum.

I vnster-6vre horn star 2 > 0, s& matrisen dr positiv, och vi har en minimum.

Beridkna divergensen och rotationen for vektorféltet F'(z,y, z) = (yz+2x)it+xzj+xyk.
Ar vektorfiltet konservativt? Ar det killfritt? Ar det virvelfritt?

Losningsforslag: div(F) = 2 # 0, sa filtet ar inte kallfritt. rot(F) = (z —x)i+ (y —
y)J + (z — 2)k = 0, sé filtet dr virvelfritt, och d& den &r definierat och deriverbar for
hela rummet, dr den konservativ.

(4p)

(6p)

(6p)
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Trigonometri.
cos(x + y) = cos(z
sin(x + y) = sin(z) cos

cos(z) cos(y) =

Integralkatalog
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p(z,y, z) ar densiteten.
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, analogt for yr, z7.



