Tentamen
MVEA470, Flervariabelanalys, K /Kf/Bt

2023-06-09 , 8.30-12.30

Examinator: Maria Roginskaya , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Maria Roginskaya , telefon: 3570
Hjalpmedel: bifogat formelblad

For godkdnt pa tentamen kravs minst 40 podng sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och
Overbetygsdelen) , inklusive eventuella bonuspoéng fran duggor 2023.

For godként pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkéant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 60
resp. 80 poiang sammanlagt pa tentamens bada delar, inklusive eventuella bonuspoing.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall skrivas. (20p)
Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Hitta andragrads Taylor appoximation av f(z,y) = z¥ i punkten (1,2). Anvind den for

att hitta approximativt viirde av (1.1)%9. (10p)
Losningsforslag: % = yx¥!, g—y = In(x)aY. gz—i =y(y—1)aY, 88;gy =¥ yln(x)zv!,

9? 2 0 0 9? 9?

S = In(x)%av. Sa, f(1,2) = 1, §L(1,2) = 2, (1,2) = 0. HL(1,2) =2, & =1,

2f _ ¢

0%y —

Taylor polynomen blir da T¢(7,7) = 1+2(Z —1)+0(§—2) + 3(2(Z —1)2+2-1(2 — 1)(§ —
2) +0(5 — 2)?).

Approximation blir utriknat med # = 1.1 och § = 1.9, dvs. 1.1 = f(1.1,1.9) ~
Tp(1.1,1.9) = 1+ 2-0.1 + 1/2(0.02 — 0.02) = 1.2.

3. Bestdm maximum av funktionen f(x,y) = x?+zy-+y 6ver omradet begrinsad av y = 4 —2?
och x-axeln. (10p)
Losningsforslag: Forst ser vi kritiska punkter Vf = (22 + y,x + 1), s& om Vf = 0, géller
2z +y,z + 1) = (0,0), i.e. z = —1,y = 2. Denna punkt ligger i omradet, och méste
kontrolleras. Randen bestar av tva delar: en (z,y) = (¢,4 — t?), dir t € [-2,2], och en
(z,y) = (t,0), dér t € [~2,2]. Pa den forsta f(t) = t2+t(4—t2)+ (4 —t?) = 4+ 4t —t3, och
extrem punkterna dr 4 — 3t2 = 0, i.e. t = £2/V/3, (z,y) = (+£2/V3,4 —4/3 = 8/3). Ocksa
dndpunkterna (£2,0) ska kontrolleras. Pa den andra f(t) = 2% och har extrempunkt i
t =0, (z,y) = (0,0) och samma &ndpunkterna.

Vi ska alltsa gamfora virden i punkterna (—1,2), (£2/v/3,8/3), (0,0), och (£2,0). VAxrden
blir 1, 4 &+ 16/3+/3, 0, 4. Vi ser att den storsta virdet #r 4 + 16/3+/3, som uppnas i
(2/V3,8/3).

4. Berédkna integralen:

(a) Berékna [ [, 22dA, diir R #r det omradet i planet som begrinsas av = 0,y = 0 och
r+y=1. (6p)
Losningsforslag:

1 -z 1 1 1
//.Z‘QdA: / dx/ zidy = / :cz(lfx)das:[ax?’ 11:4](1):1/371/4:1/12.



(b) Lat K vara den kon som begrinsas av ytan 22 = 22 + 42 och planet z = 2. Beriikna

[ ] [ @z + y?2)dV. (6p)

Losningsforslag: Projektionen pa zy-planet &r en cirkel D med medelpunkten i origo
pch radius 2.

J [ o= [ | [ | [ oo

27 2 1 1 1
/O da/o (2r? — §r4)7~dr = 27r[§r4 — Erﬁ]g = 2pi(8 — 16/3).

5. Berédkna kurvintegralen jé ydx — xzdy langs randen 0D till omradet D som &r begrénsad
oD
av #2 + y? = 1 och #r positiv orienterad. (12p)

(a) Enligt definition

Losningsforslag: Vi can parametrisera circeln som (z,y) = (cos(t),sin(t)), t €
1 27
[0, 27). }1{ ydr — xdy —/ sin(t)d(cos(t)) — cos(t)d(sin(t)) —/ (—sin®(t) —
aD 0 0
2
cos’(t))dt = / —1dt = —2n7.
0

(b) Med hjalp av Greens formel.

Lésningsf'drslag:% ydx—xdy:// O(-z) —aydA:// —2dA = —27.
oD p Ox dy D

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat en fullstdndig 16sningsgang, som i princip lett, eller

atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Avgor i vilka punkter funktionen f(z,y) = % ar kontinuerlig (tydlig motiveringen
kravs!).
Losningsforslag: Observera, att ndr nimnare ar skild fran noll, funktionen ar kontinuerlig
som kvat av tva polynomer (som &r kontinuerlig, och ndmnare skild fran noll). Det enda
punkt i vilken ndmnare ar noll ar origo.
Nér det géller origo: for (z,y) = (¢,0) géller lim;, f(¢,0) = 0, medan for (z,y) = (¢,t)
galler limy_,o f(t,t) = 1/3, i.e. vi fA¥r olika gransviarde nir vi kommer till origo pa olika
siatt. Gransvardet i origo alltsa saknas.

Svaret: Funktionen ar kontinuerlig f6r alla punkter utom origo.

7. Lat F vara vektorfiltet F(x,y, z) = xi — yj + zk. bestdm arbete som féltet gor ldngs en
kurva 22 +9%2 =1,z = 1.

(a) Fran definition.
Vi parametriserar kurvan som (z,y,z) = r(t) = (cos(t),sin(t),1), t € [0,27). Da
dr = (—sin(t), cos(t),0)dt, sa [ F-dr = fozw(cos(t), —sin(t),1)(—sin(t), cos(t),0)dt =
fo% —25sin(t) cos(t) = fo% —sin(2t)dt = 0.

(b) Med hjalp av Stokes sats (vélj en lamplig yta).

curl(F) = 0, s om vi tar vilken som helst yta som har kurvan som randen, t.ex.

S={(z,y,1) : 2® +y*> <1}, sd ér [[geurl(F)- (N)dS =0.

8. Formulera Greens formel. Bevisa bara for x- och y- enkla omraden. . (se boken)

Lycka till!
Maria Roginskaya

(12p)

(12p)
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(a)

Bestéam riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = sin(z? +4?) i punkten (—1,2) i
riktningen u =i — j (glom inte normera riktningen).

Lésningsforslag: Vf = (2zcos(z? + y?), 2y cos(z? + y?)), sa i punkten (—1,2) vi
har Vf(—1,2) = (—2cos(5),4cos(5)). Normerar /|ul = %i - %j, och V,f =

(—2cos(b), 4(:08(5))(%, —%) = —\% cos(5).

I 2= Y -

Hitta ekvationen for tangentplanet till f(z,y) = 2 + zy + y? i pinkten (2, 1).
Losningsforslag: Vf = (2x+y,x+2y),sa Vf(2,1) = (5,4). f(2,1) = 7. Normalen
till planet &r (5,4, —1) och den ska gA¥ genom (2,1,7). Ekvationen blir 5(z — 2) +
dy—1)—(2—=7)=0.

R 722 1 oS

Bestédm en potential till det konservativa vektorfiltet F = (22 + y)i + xj Losningsforslag:

p(s,t) = f((os:g))(%: + y)dz + zdy = [; 2xdx + fot sdy = s? + st. Med andra ord,
p(z,y) = 22 + zy. (Man kan ocksa inse att Vp = (2 + y,z). )

Berékna divergensen och rotationen for vektorféltet
F(z,y,2) = (y + a*)i+aj + (y + 2)k.

Ar vektorfiltet konservativt? Ar det killfritt? Ar det virvelfritt?
bf Losningsforslag: dic(F) = 2z + 2z # 0, sa faltet ar inte kallfrit. curl(F) =
12+ 05 + (1 — 1)k = ¢ # 0. Faltet dr inte virvelfritt, och ddrmed inte konservativt.

(4p)

(4p)

(3p)
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Trigonometri.
cos(x + y) = cos(z
sin(x + y) = sin(z) cos

cos(z) cos(y) =

Integralkatalog

/x“ dx =
/ sin z dx =
1
d p—
/ cos? x v
/e” dx =
1
/ PR de =

der =

1
/\/a—mQ
dr =

| 7=

) cos(y) — sin(x) sin(y)

(y) + cos(x) sin(y)

1
5 (cos(z — y) + cos(a + )

l.aJrl
C , a#-1

a—i—lJr 7
—cosz +C
tanz + C
e +C
1
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a a

.oz
arcsin— +C , a >0

\/6
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Maclaurinutvecklingar
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o0 2k—1
sinx = —1)k-t x =
;( ) (2k—1)
o0 2k
cosx = —1)k x =
& e
1+x) = Z(g)xk =
k=0
m(l+z) = > (- 1)’@“2 -
k=1
o0 2k—1
_ k-1t _
arctanx = ;( 1) 5k 1
Ovrigt

Masscentrum (xr, yr, 27) {6r Q ges av xp =

sin(z) sin(y) =
sin(x) cos(y) =

tan(z +y) =

a#0

5 (cos( —y) — cos(z + 1))

%(sin(ax —y) +sin(z +y))

tan(z) + tan(y)

1
—dx
T
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JJqzp(z,y,2)

dxdydz

p(x,y, z) ar densiteten.

JJar(z.y,

z) dxdydz

)

Y

1 — tan(z) tan(y)

In|z|+C
sinz + C

—cotx +C

x
L+C7

0<a#1
Ina

In|f(x)]+C

1 a .z
—zva— 2%+ -~ arcsin — + C |

2 2 Nz

a>0

1
i(x\/x2+a+aln|x+\/12+a|)+C’

a) aa—-1)...(a—k+1)
el <1, <k>_ k(k—1)...1
—1<z<1
jzl <1

, analogt for yr, z7.



