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1 Inledning

Denna gang kommer vi ha anvindning fér kommandot

(I) fzero i Matlab hittar nollstéllen for funktioner.

1.1 Rayleigh kvot
1. Detta dr Ovning 33 i hiftet DE/EFH:

(a) Los egenvirdesproblemet
—y" = Ay med randvirden y'(0) = 0,3'(1) + y(1) = 0.

(b) Vilken olikhet erhalles i detta fall med hjélp av minimivirdet pa
Rayleigh’s kvot?

Losning:

(a) Vi har studerat denna ekvation i Avsnitt 4 (6vning 6). Har kan vi
dock anvinda oss av Foljdsatsen langst ner pa sidan 49 i héftet
for att visa att ekvationen enbart har positiva egenviarden. Pa sa
sitt kan vi strunta i det som i annars heter Fall 1 och 2.

Vi ser att vart problem &r pa Sturm-Liouville form d& den upp-
fyller (5.20) i héftet: Har ar



Sats 5.3 och foljdsatsen ger nu att vi enbart kan ha positiva egen-
viarden och vi behéver dérfor bara betrakta fallet A > 0.

For A > 0 far vi att
y(z) = ¢ cos(VAz) + casin(VAx),
s& att
Yy (z) = —c1VAsin(VAz) + caV/ A cos(VAz).
Vart forsta randvillkor ger da
0=19'(0) = caV'},
sa att co = 0. Vart andra randvillkor ger att

y'(1) +y(1) = —61\F)\sin(\5\) + ¢ cos(\ﬁ)\x) =0

eller ekvivalent

VAtan(vV)) = 1.

Om vi later ry,rg,... vara de positiva rotterna till ekvationen
rtan(r) = 1 ser vi att \, = r2.

Rayleigh’s kvot definieras som

(Bv,v)

k(v) = (Av,v)

och enligt sats fran foreldsningen har vi att R(v) > A; for varje
funktion v € V. Med B = —D? och A = I ser vi att

<_UH7 U>

(v,0)

R(v) = > A1 sdatt (=0, v) > A (v, v). (1)

Vi har vidare att

dar vi anvander att —v'(1) = v(1) och att v/(0) = 0. Vi far da
fran att

1 1
2 / 2 2
(0(1))* + /0 (o (@))’de > Ay /0 (v(x))2dz,

for all v e V.



2. Detta ar 6vning 36 i hiftet DE/EFH:
Uppskatta det minsta egenvérdet till

—y” = Xcos (7%17) y med RV y(—1) = y(1) = 0.

Losning: Vi anvinder jamforelsesatsen (med tillhérande notation).
Hér ér p(r) = 1 si vi kan ta pix) = 1 och pa(r) = 1. Vidare &r
q(z) =1 s& vi méste “bara” analysera w(x) = cos (%) . Observera att
vi betraktar z € (—1, 1), vilket vi ser genom att titta pa randvillkoren.
Vi vet att cos(0) = 1 och att den &r avtagande fram till z = /2. Vi
ser darfor att

B-%

T T
) < =1 och (—) > ye
cos( G ) < cos (0) och att cos e cos G 5

och vi tar darfor wy(z) = @ och wy(z) = 1. Vi betraktar darfor

Problem 2: Har ar —y” = Ay och y(—1) = y(1) = 0. Losningen ar (Vi
behover bara betrakta positiva A > 0 da alla villkor i Féljdsaten pa sid
49 &r uppfyllda.) da

y(z) = acos(VAz) + bsin(vVAz).
Randvillkoren ger sedan att
0 =y(—1) = acos(—VA) 4 bsin(—VA) = acos(VA) — bsin(vV/)),

och att
0 =y(1) = acos(VA) 4 bsin(VA).

Detta leder till villkoren

ey SH NI L

och detta har enligt linjar algebra enbart en icketrivial 16sning da

cos(VA) —sin(vVA) | o "
cos(VA) sin(v\) ‘—2 (VA) sin(vVA).

Vi har darfor att v/ A\, = %ﬁ sa att egenvérdena dr darfor

kr\? .
A = -5 for k=1,2,...

Jamforelsesatsen ger da att

7[.2

1
szg)gxl.



Problem 1: Nu ar —y” = A@y och y(—1) = y(1) = 0. Som ovan blir

y(x) = acos \/)\\égx + bsin \/)\\éga:

Randvillkoren ger sedan att

0=y(—1) =acos )\ﬁ — bsin )\ﬁ ,
2 2
och att
0=y(l) =acos )\\ég + bsin /\\é§

0 = cos )\é sin @
2 2
s att )
MY (k”> for k=12,
2 2
Vi far da att
-1 43 23 6

. Detta ar 6vning 45 1 DE/EFH:
Betrakta aterigen (som i 6vning 33)
—y” = Ay med RV 4/(0) = 0 och 3/(1) + y(1) = 0.

Borja med ett lampligt polynom ug(z) som uppfyller randvillkoren och
hitta dérefter uj(z) och ug(x) fran sambandet Buy = Aug_1.
Lésning: Vi ansiitter ug(z) = 22 +c12 +cp och far att ufy(z) = 2z+c;.
Randvillkoren ger oss att

0 =uy(0) =c1 och 0 =wugy(l) +up(l)=2+4+c1+1+c1+co=3+co

s& att co = —3. Vi far da ug(x) = 22 — 3.
Vi far sedan att —u(z) = ug(z) = 2% — 3 sa att uf(x) = —22 + 3.
Detta ger
zt o a?
w(r)=——%+3++cr+c3
! 1272

4



s& att u)(z) = 2 4 32 + ¢y. Vi far da att 0 = 1} (0) = ¢g och att

3
1 1 1 —4+36—-1+18 49
up(1)+uy(1) 3+ 12+ 2—1—03 c3+ 5 03+12
sa att c3 = —%. Vi ser da att
(@) xt . x2 49
up(zr) = - = 4+3=— — —.
! 12772 12

I nésta steg betraktar vi —uf(x) = ui(z) och far att

( ) 28 4 4972
() = — — —
2 360 8 | 24

+ CqT + Cs,

sa att

P& samma sitt som innan ger u4(0) = 0 att ¢4 = 0. Vart andra rand-
villkor ger oss sedan att

Ozué(l)—'—w(l):i_l""@"‘i—}—%@—i—%:% Cs,
60 2 12 360 8 24 360
sa att
1987
05——%.

OBS, HAFTET VISAR FEL!!! De foreslar ug(z) = 3z — 222
s att u((x) = 3 — 4z och ser da att u((0) = 3 -0 = 3 och
up(1) + up(l) = 3 -4+ 3 —2 = 0. Jag misstidnker att de av
misstag anvint randvillkoret u(0) = 0 istéllet for u((0) = 0.

. Detta ar 6vning 47 i DE/EFH:

Berdkna Schwarz konstanter och kvoter for iterationerna i Uppgift 45.
Undersok noggrannheten i den erhallna approximationen for .

Losning: Som “benchmark” borjar vi med att ta fram ett approxima-
tivt viirde for A; med hjilp av Ovning 1 (dvs 33 i DE/EFH). Dér star
det att A\; = r? dér r; dr den minsta positiva losningen till ekvationen
rtan(r) = 1.

Vi gor sa har i Matlab:

>>format long
>>fzero(Q@(x) x*tan(x)-1,0.3)
ans = 0.860333

men noggranna som vi ar plottar vi ocksa funktionen. En inspektion
ger att det mycket riktigt ar sa att den forst positiva roten befinner sig
runt det angivna virdet. Vi gor inspektionen sa att vi inte rakar missa

nagot (se Figurer [1] och [2)).



2000
1500 [
1000
500

0 Jh

-500

Figur 1: En plot av rtan(r) — 1 i intervallet [0,2]. Det &r svart att se var
forsta nollstéllet ar.

Vi vet darfor att

A1 = r} =~ 0.74017388. (2)
Lat oss nu betrakta kvoterna Uui(laéi') for € [0,1]. Vi anvinder igen
Matlab:
>>x=0:0.01:1;
>>u0=x."2-3;

>>ul=-x."4/12+3%x."2/2-49/12;
>>u2=x."6/360-x.~4/8+49%x.~2/24-1987/360;

och plottar nu ug/u; och uy/ug, se Figur 3| och

Vi kor nu pad med Schwarz talen. Vi har att

1
ar = (Aug, ug) = (ug, up) :/0 ug(z)ug(x)dz.

Vi far da att (jag fuskar lite och anvinder Mathematica)

B 1 _ 13;2_ 2, 36
ao—/o (up(x)) dw—/o( 3) dr = 2

1 1 4 2
T T 49 3064
= dr = —— +3— - — 2 _3)dr = —=
al /0 up(x)ug(z)dx /0 < 12 5 12) (x )dx 315



0.6

0.4r

0.2

0.2

0.4

-0.6 [

081

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 2: En plot av r tan(r) — 1 i intervallet [0, 1]. Man ser att forsta positiva
roten ligger nagonstans mellan 0.8 och 0.9. Man kan saklart zooma for att
fa en béttre uppfattning.
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Figur 3: En plot av kvoten ug(z)/u1(z). Plotten &r konsistent med ekvation

(2)-
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Figur 4: En plot av kvoten u;(x)/ug(z). Plotten ar konsistent med ekvation

2)-

och

! L/ab gt 4947 1987 37256
— O N (. _ BT (2 gyae = 3720,
2 /0 ua(x)uo()dz /0 (360 8 T 24 T 360 ) (" =3)dw = 555

Vi far da kvoterna

ao 567
= 90 _ 0 0.740208877284595 3
=~ 766 )
och 3447
al
=9 2% 0.740176079020829. 4
M=, = 4657 @

Vi ser att pu; Overrenstdmmer med péa tre decimaler medans o
overrenstdmmer med pa fem decimaler.

For att gora arbetet komplett anvinder vi oss av Sats 5.7 del b i
DE/EFH, dvs att

0<pup—XM < (k=1 — 1ok)- (5)

m— [
Vi vill testa hur néra pg och A befinner sig. For att kunna anvinda
maste vi hitta ett tal m < Ao, Vi anvinder darfor aterigen Matlab:

>>format long
>>fzero(@(x) x*tan(x)-1,1.6)
ans = 1.570796326794897



men en inspektion av plottar ger att detta inte &r korekt. For att
forsta varfor, betrakta Figur [Il Den uppvisar ett hopp vilket beror
pa att tan(z) hoppar fran +oo till —oo vid 7/2. Matlabs kommando
fzero detekterar teckenféréandringar och tolkar darfér diskontinuiteten
vid x = /2 felaktigt som ett nollstille. Vi maste déarfor leta vidare:

>>format long
>>fzero(@(x) x*tan(x)-1,3)
ans = 3.425618459481728

och speciellt ser vi att 3.426 < ry sa att vi kan ta
Ao =72 >11.7=m.
Insatt i ger detta med k = 2

0<pe—M < (11 — p2) = 2.215% 1077,

__ M2
11.7 — peo

dar vi anvander och .
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