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1 Inledning

Foljande kommandon i Matlab kan vara bra att kénna till (anvind hjalp-
funktionen i Matlab eller googla for detaljerad info). Har ar A, B etc nan-
matriser, medans ¢t ar en parameter.

(I) eig(B,A) For att berdkna egenvirden och egenvektorer.

(IT) expm(A) Beriknar e4. OBS, kommandot exp(A) berdknar exponenten
av A elementvis.

(ITI) syms t Sager till Matlab att ¢ skall behandlas som en symbol.
(IV) expm(t*A) Berdknar e! symboliskt (om ¢ &r en symbol).
OBS Kommandot exp(t*A) gor nagot helt annat (se ovan).
1.1 Omskrivning av hégre ordnings ODE
Betrakta
y™ +an 1y ™Y 4 agy = epul™ + -+ cou,

déar m < n — 1. Da géller att vi kan skriva om detta som & = Ax + bu och
y=clx dir

F oo
C1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 :
A= . ) b= ) , C= Cm
0 0
—ag —a] —a -+ —Qp_1 1
_O -

Detta ar en generalisering av det vi kom fram till pa féreldsning 1. Anvénd
detta for att 16sa féljande problem



1. (Losning finnes) Betrakta ekvationen
§+2y+y=3u+u. (1)

(a) Skriv om detta som ett forsta ordningens problem (dvs bestdm
A, b och ¢ ovan).

(b) Visa att detta ger foljande system av ekvationer:

y=x1+ 33
T1 = T2
To = —x1 —2x9+u

(c) Utga fran ekvationerna i (b) och visa att dessa uppfyller (L.

2. Betrakta ekvationen
Y — g+ 3y =i+ u (2)
(a) Skriv om ekvationen till ett system av forsta ordningens ekvatio-
ner (dvs pa formen & = Ax + bu och y = ¢’ z).

(b) Visa att detta ger foljande system av ekvationer:

Yy=2x1+23

T1 =T

To = T3

T3 = —3x1 + T2 + U

(c) Utga fran ekvationerna i (b) och visa att dessa uppfyller (2).

1.2 Berikna et4

3. (Lo6sning finnes) Lat
1 4
=15 5]

(a) Berdkna !4 med hjélp av diagonaliseringsmetoden (dvs hitta ma-
triserna M, D).

(b) Beriikna e*4 med hjilp av Cayley-Hamiltons sats.

(c) Verifiera dina svar genom att anvinda Matlab.

4. Lat
2 -2 3
A=|1 -1 3
1 -2 4



(a) Berikna e med hjilp av diagonaliseringsmetoden (dvs hitta ma-
triserna M, D).

(b) Berékna ¢4 med hjilp av Cayley-Hamiltons sats.

(c) Verifiera dina svar genom att anvinda Matlab.

1.3 Loésning av ODE
5. (Losning finnes) Betrakta ODE’n
j4+2y—-3y=0
med randvillkor §(0) = 0 och y(0) = 1.

(a) Skriv detta som ett system av forsta ordningens ODE.
(b) Los systemet i (a)
(c) Betrakta nu istéllet ODEn

j+2y—3y=e!
Upprepa del (a) och (b) for denna ODE.

6. (Losningsskiss finnes) Betrakta problemet

Ai+ Bz =0

=[a )
B:[_g _g]

(a) Diagonalisera problemet, dvs hitta P sa att x = Py ar sadan att
i+ Dy = 0 och D ar en diagonalmatris.

dar

och

(b) Los det diagonaliserade problemet och bestam déarefter .

(c) Bestdm den entydiga l6sningen om

_ 2 P
z(0) = [ _5] och z'(0) = [ 2]
7. (L6sning finnes) Betrakta problemet

Ai+ Bz =0



dar

111
A=|2 0 0
01 0

och
[ 7 -3 4
B==-|12 -8 0
21 0 20

Anvind Matlab for att 16sa foljande deluppgifter
(a) Diagonalisera problemet, dvs hitta P s& att x = Py &r sddan att
i+ Dy = 0 och D ar en diagonalmatris.
(b) Los det diagonaliserade problemet och bestam dérefter z.

(c) Bestdm den entydiga l6sningen om

0 1
z(0)=1] 0 | ochz'(0)=| 1
0 1



1.4 Nagra lésningar och skissar
Lésning av Ovning

(a) Enligt ovan géller att

S R B Y Y

(b) Vi far att y = 2 = 21 + 329 och

S0 R B 1 4 8 ) U (P

vilket ger de sokta ekvationerna.

(c) Vi ser att

Y429 +y =21+ 332 + 221 + 622 + 21 + 322
Z.i'g—i-?)(—{ij'l—2$2+7l)+2j71+6i’2+331+3$2
=To— 21 +3U+x1+ 32 =—21 — 229 +u — a2+ 33U+ 1 + 32 = 3U + u,

dér vi upprepade ganger anviander ekvationerna fran (b).
Losning till Ovning

(a) Vi vill skriva A = MDM~! diir D &r diagonalmatrisen innehallandes
egenviardena till A och M &r matrisen som innehaller motsvarande
egenvektorer. For att berdkna D observerar vi att

1-X 4

det(A—\I) = ’ 3 5\

‘ = (1-N)(5-N)—12 = \2—6A—T7 = (A +1)(A-T7),

sa att Ay = —1 och Ay = 7. Darfor har vi att

-1 0
D= .
o 7]
Vidare har vi att
A-xni=|21
1 - 3 6 Y
sa att (A — A l)u = 0 16ses av att 2u; + 4ug = 0 si att t.ex. u; = 2
och uo = —1. Déarfor dr en mojlig egenvektor motsvarande egenvéirdet

A =—1

o[



P& liknande satt har vi att

—6 4
e

sd att (A — Aol)u = 0 l6ses av att —6u; + 4ug = 0 sa att t.ex. up = 2
och ug = 3. Darfér dr en mojlig egenvektor motsvarande egenvéardet

Ay =7
]2
Vo = 3 .

Vi har darfor att
Vi har vidare att

s att till slut
etA — MetDM—l
_ 2 2 et 0 1 3 =2
| -1 3 0 e* |81 2
_ 1 e t+ 2™ —4et 4+ 4™
T 8| —3et43e™ 2et +6e™ |-
Enligt Cayley-Hamiltons sats sa har vi att

e =g+ Nay fori =1,2

s& att
e = ag— aj och et = ag + Taq.

Dessa ekvatione 10ses av

o7t _ ot eTt 4 7ot
a1 = Era— och ag = — 5

och sedan har vi att

et = apl + a1 A

et 7et 10 +e7t—e_t 1 4
8 0 1 8 35

- 1 Get 4+ 2e™  —det + 4e™
T 8| —3et4+3e" 2t +6e™,

vilket &r samma svar som i (a).



(c¢) I Matlab skriver vi

>> syms t
>> A=[1 4 ; 3 5]
>> expm(txA)

Vilket ger

[ (3xexp(-t))/4 + exp(7*t)/4, exp(7*t)/2 - exp(-t)/2]
[ (3xexp(7*t))/8 - (3*exp(-t))/8, exp(-t)/4 + (3xexp(7*t))/4]

och detta dr samma som i (a) och (b).

Det ar vart att notera att om vi felaktigt skulle anvinda kommandot
‘exp’ istéllet for ’expm’ s& skulle vi fa

>> syms t
>> A=[1 4 ; 3 5]
>> exp(t*4)

Vilket ger

[ exp(t), exp(4xt)]
[ exp(3*t), exp(b*t)].

Detta ar alltsa fel svar.
Lésning till Ovning
(a) Lat 1 =y och x9 = #;1. Vi kan da skriva ekvationen som
To + 2x9 — 3x1 = 0 s att ©o = 31 — 29,

och far att

:.El = 0 1 1 vilket vi skriver som & = Az
9 3 -2 €2

(b) Lésningen ges av
2 = ea(0) diir 2(0) = [’51(0) } - {3(0) } - [ L } .

Dessutom har vi att (OBS, NI FORVANTAS KUNNA RAKNA UT
DETTA STEG I DETALJ)

A 1 |: e—3t —|—3€t et _ €—3t :|

© = 4| 3¢t —3e3t 373t 4 et



r1 | etAx(O) _1 e 3t 4 3et el — e 1y _1 e 3t 4 3et
x9 | T 4| 3¢t —3e3t 373 4 et 0| 4| 3¢t —3e 3
Vi ser da att
6_3t + 36t
= r0 = —-———-,:,:
Yy 1 1

(c) Fran (a) far vi nu istallet
To + 229 — 321 = et

och far att

T2 3 -2 T2

LoOsningen ges av

t
x = ea(0) + etA/ e *u(s)ds dar z(0) = [ (1)
0

Vidare blir

e*SAu(s) 1 e3¥ 437 e%—e¥ o |_1
T 4| 375 —3e3 3e3 40 e T4

sa att

och darmed far vi att

z = <x(0) + /0 t e_SAu(s)d,s)

sa att &9 = 321 — 229 + €7,

t

[ 1 } = { 0 1 ] [ T1 ]—k{ e(_]t ] vilket vi skriver som & = Az+u

|

2

e—25 _ 625
3623 _|_€—2s

1 et 43¢t et —e 1 10—e 2t — 2t
4 8 2 |

3et —3e73t 3e ¥ 4 et

Vi far da att
1

3 ((ef?’t + 3et)(10 —e %~ ezt) + (et

y:[]}lz

362t _ 6_2t _

_ 6737&)(3621‘, _ 672t .

e 3t — 2e~t 4 Tet

1
= §6_3t(3 — 2% 4+ 7e') = )

Lésningsskiss till Ovning |§|



(a) Om

P:[;/AL %/3]00}11):{(1) (7)/4]

s& galler att APD = BP och vi far nu systemet
i+ Dy =0 och x = Py.

(b) Det diagonaliserade systemet bestar nu av ekvationerna

. . 7
y1+y1=000hy2+1y2=0

som har 16sningarna

y1 = Cy cos(t) + Casin(t) och ya = Cscos(y/7/4t) + Cysin(+/7/4t)

sé att
. 2C5 2Cy .
z1(t) = C1 cos(t) + Cosin(t) + =5 cos(/7/4t) + =5 sin(~/7/4t)
och

zo(t) = e cos(t) + 3702 sin(t) + C3 cos(y/7/4t) + Cysin(1/7/4t).

(c) Vart initialvillkor ger att

SL‘(O)_ 2 . 01+2C3/3 . 1 2/3 1
T o5 | T 3C1/4+0s | T 3/4 1 Cs
vilket ger C1 = 32/3 och C3 = —13. Sedan kan Cy, Cy bestdmmas pa
liknande sétt.

Lésning av Ovning EI

(a) Vi anvinder kommandot “[P D|=eig(B,A)” i Matlab och far

P:

= o O

2 1
0 1 och D =
10

(b) Vi har nu ekvationerna

i1+ 2y1 = 0 sé att y1 = a1 cos(\@t) + b sin(\/ﬁt)
{2 + 3y2 = 0 s& att yo = ag cos(V/3t) + by sin(v/3t)
i3 + y3 = 0 sd att y3 = ag cos(t) + bs sin(t).

Vi far sedan att x = Py dvs

x 0 2 1 Y 2y2 + 3
rzo | =10 0 1 Y2 | = | ys3
T3 110 Y3 Y1 + Yo



(c) Vi har nu att

0 2y2(0) + y3(0) 2a9 + ag
0| =z(0)= | y3(0) =| a3
0 y1(0) + 32(0) ai + az
vilket ger att a; = as = ag = 0. Vidare &r
2yh + 4 2/3by cos(v/3t) + bs cos(t)
= v = | bzcos(t)
V/2by cos(v/2t) 4 v/3ba cos(v/3t)

<

Y1 + Y5

och

1 2v/3by + bs 0 2v3 1 by
1 V2b1 + V/3by V2 V30 b3

vilket ger 16sningen
by 0 2v3 11°'[1 1/v2
b | =10 O 1 1]1=1]0 .
bs V2 V3 0 1 1

T = 2ys + y3 = y3 = sin(?)

Till slut ser vi da att
x9 = y3 = sin(t)

sin(v/2t
$3=y1+y2=y1zs/§)-

10
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