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1 Inledning

Foljande kommandon i Matlab/Mathematica kan vara bra att kinna till
(anvénd hjéalpfunktionen i Matlab/Mathematica eller googla for detaljerad
info).

(I) laplace: Laplacetransformerar uttrycket som foljer. Testa att skriva
syms t foljt av laplace(cos(t)) i MATLAB.

(IT) idlaplace: Inversa Laplacetransformen. Testa att skriva syms s foljt av

ilaplace(s/(s* +1)) i MATLAB.

(ITI) Kommandot DSolve i Mathematica &r bra for att losa ODE.

1.1 Styckade funktioner, Heaviside och Dirac-delta

1. Lat
0 omt<O
f(t) = t om(0<t<1
2 oml<t

(a) Skriv f(t) pa en enda rad mha (Heaviside-funktioner).
(b) Laplace-transformera f(t).

2. Berdkna foljande integraler

(a)
/ e’ cos(2t)(t + 1)o(t)dt.

(b) N
/ et cos(2t)(t + 1)5(t)dt.
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/ " sin(r(t + 3)/2)( — 2)(t + 2)dt.

@ N
/ eVt — 2)(5(t) + 5(¢ + 2))dt.
(e)

/Oo |t] =2 i §(t + k)dt.

- k=—o00

1.2 Laplace och ODE

. (Losning finnes) Betrakta aterigen (som i Ovning 5 i Avsnitt 1)
ODE’n
j+20—3y=0

med randvillkor ¢(0) = 0 och y(0) = 1.
(a) Laplacetransformera ekvationen ovan och 16s ut Y (s).

(b) Inverstransformera (mha tabell) och hitta y(t).
(c) Betrakta nu istéllet ODEn

j+2y—-3y=e’

Upprepa del (a) och (b) fér denna ODE.
. Betrakta foljande ekvationssystem

i‘l = 21‘1 — T2

To = X1 + 3T2
med begynnelsevillkoret z1(0) =1 och x2(0) = 2.

(a) Anvand Laplacetransform och bestdm X (s).

(b) Inverstransformera X (s) och bestdm x(t).
. Betrakta foljande ekvationssystem

T =2x1 — T2 + 5(t)

ig = I + 3:E2
med begynnelsevillkoret z1(0) = 0 och x5(0) = 0.

(a) Anvéind Laplacetransform och bestam X (s).

(b) Inverstransformera X (s) och bestam x(t).



1.3 LTI
6. (Losning finnes) Betrakta ett LTI-system beskrivet av ekvationen
4+ 2% 4+ = = cos(t).
med begynnelsevillkoret z(0) = 0,4(0) = 0.
(a) Hitta overforingsfunktionen for systemet.
(b) Ar systemet stabilt?
(
(d
(e) Kontrollera ditt resultat med Matlab eller Mathematica.

)
)
¢) Ange impulssvaret.
) Uttryck 16sningen med hjalp av faltningsformeln.
)

7. Gor om uppgift 6 fast med & + 24 4+ = utbytt mot & — 2& + x. Vad
forandras?

1.4 Laplacetransform av Periodiska funktioner
8. Bestam Laplacetransformen av “sagtandsfunktionen” dvs

50 <
u(t)_{t foro<t<1

t—k fork<t<k+1keNT.

9. (L6sning finnes)

(a) Bestdm Laplace-transformen av cos(t)

(b) Anviind resultatet i (a) for att 16sa ekvationen i Ovning @



2 Losningar

Losning till Ovning
(a) Vi har att
0=LA{y+ 29— 3y}
= 52Y (s) — sy(0) — (0) + 2(sY (s) — y(0)) — 3Y(s) = Y(s)(s® + 25 —3) — 5 — 2,

s att
s+2

T $2+25-3
(b) Vi anvénder partialbraksuppdelning for att se att

3 1
is—1) Tas+3)

Y(s)

Y(s) =

fran vilket foljer att
3, 1 4 e 3t43et
t = — — = -
precis som i Ovning 5 Avsnitt 1.

(c) Laplacetransformen av e~ &r 1/(s + 1) s& att transformen av ODE'n

blir 1
o =Y(s)(s*+25—3) —s—2,
sa att
s+2 1
Y =
)= oo 3 T a1 259
7 1 3

8s—1) 4(s+1)  8(s+3)

Darfor blir

y(t) = é (7€' —2¢7" + 36_3t)

precis som i Ovning 5 Avsnitt 1.
Lésning till Ovning |§|.

(a) Man far fram 6verforingsfunktionen genom att ersitta hogerledet med
u(t) och hitta G(s) = X(s)/U(s). Vi far da

4 2& + x = u(t).
Denna transform &ar
§2X (s)—52(0)—2(0)+2(sX (5)—2(0))+X (s) = (s*+25+1) X (s) = U(s)

sa att
X(s) 1 1

U(s) s242s+1 - (s+1)%
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(b) Systemet har en dubbelpol i s = —1. D& dessa ligger i vinstra halv-
planet sa ar systemet stabilt.

(c) Impulssvaret ges av

o) = £ HC(s)} = £ { 1 2} )

(s+1)
(d) Vi far att z(t) = (g * u)(t) dir alltsd g(t) = te *H(t) och u(t) =

cos(t)H (t). Observera att dven u(t) ar “utrustad” med en Heaviside-
funktion. Vi far att

o0) = g+ w0 = [ " goult - r)dr

—00

- / e T H(r) cos(t — m)H(t — 7)dr = /0 ' re=" cos(t — )dr.

—00
(e) Om vi anvander Mathematica s& har vi dels att

DSolve[{x’’[t] + 2 x’[t] + x[t] == Cos[t]*HeavisideThetal[t],
x[0] == 0, x’[0] == 0}, {x[t]l}, {t, O, Infinity}]

ger svaret
{{x[t] -> 1/2 (-e~-t t + Sin[t])}}
och vidare s& ger dven
Integrate[s*Exp[-s]*Cos[t - s], {s, 0, t}]
svaret
1/2 (-e~-t t + Sin[t])
sé& allt verkar OK!
Losning av Ovning @:

(a) Vi anvinder oss av resultatet fran foreldsningen som sa att Laplace-
transformen av en periodisk funktion u(t) ges av



déar T' ar periodléngden som i detta fall &r 2. Vi ser da att

21 2
“staqt — [sin(t)e 52" — sin(t)(—se™*t
/0 cos(t)e™"dt = [sin(t)e™'] /0 (t)( )dt

2

27 2
=0+ S/O sin(t)e *'dt = [—s cos(t)e*&’t]o - S/() (— cos(t))(—se™*!)dt

2m
= —se 2™ 45— 5 / cos(t)e S dt,
0

s& att or ) (1 6_2”)
/0 cos(t)e *tdt = T2
Vi far da att
1 2m s
L(cos(t)) = 1—6_2”3/0 cos(t)e Sdt = T

Om vi nu Laplace-transformerar ekvationen i Ovning |§| far vi

(1+s2)(1+s)2

(s> +25+1)X(s) = sd att X(s) =

s
1+ s?
Ingen vettig méanniska ar sugen pa att partialbraksuppdela men vi
maste dnda gora det. Har kan man anvénda sig av Mathematica som
hjalpmedel:

Apart[s/((s + 1)~2x(1 + s72))]
ger
-(1/(2 (1 +8)72)) + 1/(2 (1 + 872)).

Om man nu befinner sig i en situation dar man har tillgang till Mat-
hematica men att fullstindiga redovisningar kréavs da kan man INTE

skriva
S 1 1

G+ 12(1+s2) 2(1+s2) 2(1+s)?2
enligt Mathematica” och férvanta sig full podng. Hur gor man da? Man
kommer ihag mantrat “verifiera ar lattare &n att 16sa” och skriver: “Vi
ser att
1 1
2(1+s%) 2(1+9)?
(48P —(1+s*)  14+s2+25—1—52 s ”

2(14+s2)(1+s)2  2(1+s)(1+5)2  (s+1)2(1+s2)




Efter detta anvinder vi bara en standardtabell for Laplacetransformer
for att se att

2(t) = L7H{X(s)} = L7 {g(li)} - { 2(1% }

sin(t) te”t  sin(t) —te”!
2 2 2

dér vi anvinde forskjutningsregeln och det faktum att £ {1 / 52} =t.
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