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1 Inledning

Denna gang finns inga nya Matlab/Mathematica kommandon jag kommer
pA.

1.1 Variabelseparation

1. Betrakta foljande partiella differentialekvationer:

(a) Yugs +uy =0
(

)
b) (Lésning finnes) 22y, + zuy + uyy +u =0
(€) Ugz + Uy + tyy =0

)

(d) gy + gy +uy =0

For alla dessa deluppgifter, genomfor en variabelseparation och hérled
ett par av ordinéra differentialekvationer, alternativt visa att detta inte
ar mojligt.

2. Anvind metoderna fran foreldsningen for att 16sa den partiella diffe-
rentialekvationen uy = 9u,, med randvillkor

u(0,t) =u(l,t) =0
och begynnelsevillkor
u(x,0) = 2sin(mx) — 3sin(4nx) och ug(x,0) =0 for 0 < x < 1.
3. (L6sning finnes)

(a) Anvind metoderna fran foreldsningen for att losa den partiella
differentialekvationen u; = 1—10um med randvillkor

uz(0,t) = ug(m,t) =0



och begynnelsevillkor
u(x,0) =3 —4cos(2x) for 0 < z < .

(b) Bestim ett viirde tg sa att |u(x,t) — 3| < 107% for t > .

4. (Losning finnes) Enligt foreldsningarna sa har varmeledningsekva-
tionen
Ut = Ugy

med randvillkor «(0,¢) = u(1,t) = 0 och begynnelsevillkoret u(z,0) =
f(z) 16sningen

oo
u(z,t) = Z by, sin(nwm)e_"27r2t.
n=1

Utga ifran detta och 16s problemet
Up = Ugy + R

med randvillkor «(0,¢) = u(1,t) = 0 och begynnelsevillkoret u(z,0) =
0. Har & R > 0 och reflekterar det faktum att staven &r gjord av ett
radioaktivt material och darfér genererar virme.

Tips: Anvind teknikerna fran Foreldsning 13, forsta delen. I
detta fall maste ni expandera R i en sinus-serie vilket i sin
tur kraver att ni gér en udda utdkning (se foreldsning 7).
Kontrollera detta steg med hjilp av Matlab!

5. Betrakta den partiella differentialekvationen
Uz + Uyy = 0,

med bivillkor
u(0,y) = u(l,y) = u(z,0) = 0.

Bestam alla l6sningar u, (z, y).

6. (Losning finnes) (Detta ar tal 18c i héftet): Bestdm alla egenvirden
och egenvektorer till féljande problem:

—y' =Xy
med randvillkor

y(0) =y(1) och y'(0) = ¥'(1).



1.2 Losningar
Lésning av Ovning :
(b) Vi ansétter u(x,y) = X ()Y (y) och far att

2
T Uz + TUL + Uyy + U

= X" (@)Y (y) + X' @)Y (y) + X (@)Y () + X (@)Y () =0,

vilket vi kan skriva som

"

Y(y)(@® X" (z) + 2X'(2) + X(2)) = X (2)Y" ()

eller om vi sé vill

22X (2) + zX'(z) + X () _ 7Y”(y)
X(x) Y(y)

Detta ger oss
X" () + 2X'(z) + (1 — &)X (x) och Y (y) = —cY (y),
alternativt

22X (2) + 2 X' () + cX(z) och Y (y) = —(1 4+ )Y (y).

Lésning av Ovning

(a) Detta har vi gatt igenom pé foreldsning 13. PDE’n leder till problemen

1

X"(z) = =AX(z) med X(0) = X(7) =0
och .
T (t) = —)\ET(t).

Vi bérjar med 16sningarna till X-ODE och borjar med negativa virden
paA<O0:
X(z) = c1e¥V N 4 eV

och X'(z) = c1v/=AeV ™ — cor/=Xe VA g4 att
c1 —cz = X'(0) =0 och c1\/—)\e‘/j‘” — 02\/—)\67‘/3” =X'(7r)=0

vars enda 10sning ar ¢; = co = 0.

For A = 0 har vi l6sningen X (z) = c1z + c2 sd att X'(x) = ¢1 och
vara randvillkor ger d& X’(0) = ¢; = 0. Har har vi alltsd l6sningen
X(z) =c.



For A > 0 far vi
X(x) = ¢1 cos(VAx) + cp sin(V Ax).
Vara randvillkor blir
uz(0,t) = X'(0)T(t) = up(m,t) = X'(m)T(t) = 0 s att X'(0) = X'(7) =0,
och X'(z) = —c;VAsin(vVAz) + cav/Acos(v/Az). Vi far da att
X'(0) = ¢z = 0 och X'(7) = —¢;VAsin(vVAr) =0,

sdatt VA=neller \=n?forn=1,2,... och

Xp(x) = ¢, cos(nx).
Vi far ocksa att 16sningen till T-ODE blir

T,(t) = ane /10

s& att (om vi tar med fallet A\ =0, dvs n = 0)

(e}
u(z,t) = Z Cn cos(n:n)e_"Qt/lo.
n=0

Vi maste nu kolla begynnelsevillkoret och ser da att
3 —4cos(2z) = u(zx,0)

o 9 o0
= Z ¢ cos(na)e ™™ 010 = Z ¢p cos(nx)
n=0 n=0

och vi ser da att ¢g = 3 och ¢y = —4 sa att den allménna l6sningen
blir
2
u(z,t) = 3 — 4cos(2z)e 2 /10 = 3 — 4 cos(2z)e 2P,

Det ar alltid en bra ide att kolla om detta stammer. Vi har att

up = §c05(2x)6_2t/5

och att

1 —4e=2t/5(—4 cos(2))
0 " 10

= %COS(2$)6727§/5

s& det stdmmer jul!



(b) Vi har nu att
lu(z, t) — 3| = |4 cos(2z)e 25| < 425 < 1074,

sa att vi valjer ty s att

1
2t0/5
e 10000 sé att tp = - 10g(40000)

Loésning av Ovning |48 Vi borjar med att expandera funktionen R (som
rakar vara en konstant) i samma typ av serie som vi hittar 16sningen u(z,t),
dvs en sinus-serie. Vi vill alltsa skriva

R= Z dy, sin(nmz).
n=1

Funktionen R &r jimn, men en sinusserie motsvarar en udda funktion. Vi
maste darfor gora en udda utveckling och betraktar darfor

gb(x)— R for <zl
RE=Y R for —1<x<0.

(eller snarare en periodisk upprepning av den). Vi har da att

9 [l 1
d, = T ¢r(z)sin(nrx)dr = ZR/ sin(nma)dz
-1 0

—(—=1\") = nmw
nmw mr(l (=1)") 0 annars.

_2[—cos(mrx)]1 2R { AR omn=1,3,...
0

Vi ansétter sedan partikulérlosningen
up(z,t) = Z un (t) sin(nmrz)
n=1,3,...
och om vi sétter in detta i ekvationen far vi

4R
— — 2,2 . _ 4l .
Up — Ugy Z (uh, (t) + n°mu,(t)) sin(nmz) Z — sin(nmz).
n=1,3,... n=1,3,...
Detta ger oss ekvationerna u/,(t) + n’m%u, (t) = i—f for udda n som loses av

4R —TLT('
n(t) = 55+ Coe T, (1)

Om vi nu lagger ihop homogenlésningen och partikulérlésningen sa far vi
u(z,t) = up(z,t) + up(x, t) (2)
oo

= Z bn, sin(nﬂx)e_"27r2t + Z Uy (t) sin(nmz),
n=1

n=1,3,...



dér u,(t) dr som i ().

OBS: Det dr ett vanligt fel att man anvinder sig av begynnelsevillkoren
innan man har summerat homogen- och partikuldr- l6sningarna. Detta kan
ge ett felaktigt svar.

For att begynnelsevillkoret skall vara uppfyllt ser vi att

4R
0= .
u(x,0) Zb sin(nmz) Z < 5.3 +C )sm(mrx),
n=1,3,...
och for att detta skall vara korrekt maste vi ha att

{ 4R _C, omn=13,...
b, =

n3m3
annars.

Vi anvénder nu aterigen och med detta insatt i far vi till slut

t) = Z bn, sin(nwx)e_"27r2t + Z up(t) sin(nmz)
n=1

n=1,3,...

4R “n2r2t\ .
= Z <n37r3 + (b + Ch)e t> sin(nmz)

n=1,3,...
4R 2.2 .
= E —— (1 —e T t) sin(nmx),
n3m
n=1,3,...

vilket blir vart svar.
Losning av Ovning El: Vi betraktar ekvationen —y” = Ay och som
vanligt delar vi upp i tre fall:

Fall 1 (A < 0): Vi har hdr den allménna lésningen
y(@) = c1e¥™ 4 cpe™V N 53 att o (z) = VoAereY T — Vo Aege VR

Véara forsta randvillkor ger da
y(0) =c1+c2=y(1) = creV ™ 4 epe VA

sa att v
e VT —1
€l =cg——. 3
Vart andra randvillkor ger oss
y'(0) =vV—=Xc1 — V=D =y (1) = v —XereV ™ — Ve VA
eller efter division med v/—A\

cl1—Cy = cleV*)‘ —0267\/7)\



sa att

e VA4l
=Cco———.
ev—A+1
Kombinerat med ser vi att den enda mojliga l6sningen ar c¢; = c2 = 0.

Fall 2 (A =0): Vi har nu y”(z) = 0 vilket har l6sningen

C1

y(z) = c1x + ca.
Vart forsta randvillkor ger
y(0) =ca=y(l) =c1+c2

sa att ¢; = 0. Vi kan ocksa se att y(x) = ¢z uppfyller det andra randvillkoret.
Vi ser darfor att
yo(x) = cdér ¢ #0

(kom ihag att vi enbart &r ute efter nollskillda l6sningar) ar en egenfunktion
motsvarande egenviardet Ag = 0.

Fall 3 (A > 0): Precis som i Fall 1 har vi hir den allmédnna l6sningen
y(x) — Cle\/—i)\z + 626—\/31 — Clei\/Xz + CZQ—i\/Xm

= ¢1(cos(VAz) + isin(vVAz)) + ea(cos(VAz) — isin(v/Az))

= (c1 + ¢2) cos(ﬁx) +i(c1 — ¢2) sin(ﬁx) = acos(\f)\x) + bsin(ﬁx).

(Réakningen ovan brukar vi hoppa éver i denna kurs och direkt konstatera att
y(x) = acos(vAx) + bsin(v/Az). Jag ville dock demonstrera den en gang.)
Vi far sedan att

Yy (z) = —avAsin(vAz) + bV A cos(VAz)
Vart forsta randvillkor ger da
y(0) = a = y(1) = acos(V'A) + bsin(v'2), (4)
medans vart andra ger att
¥ (0) = bV = 5/(1) = —aVAsin(VA) + bV A cos(VA)
och efter division med /X far vi
b= bcos(VA) — asin(vV\). (5)

Vi kan se direkt att VA = nx for n = 1,2, ... uppfyller och ty da blir
sinus-delen noll medans cosinus-delen blir 1. Det skulle dock kunna finnas



fler 16sningar, och vi maste darfor vara lite mer noggranna. Vi observerar
forst att fran sa har vi att

1 — cos(vV/)\)
sin(vA)

medans ger att
sin(v/))
a—=.
1 — cos(vV/))
Om vi sétter ihop dessa ser vi att vi maste ha att
1 — cos(v/A) sin(v/\) 2 . 9
= — = (1 —cos(vVA = —sin?(VA).
sin(v/)) 1 — cos(V/)) ( ( )) (V)

Utveckling av kvadraten ger da att

b=—

1 —2cos(VA) = —sin?(VA) — cos? (V) = —1,

sa att

cos(VA) =1 sa att VA = nm,

for n =1,2,.... I Fall 3 hittar vi alltsa egenfunktionerna
Yn(x) = ay, cos(nmx) + by, sin(nrz)

med tillhérande egenviirden A, = (n7)? for n = 1,2,....
Vi kan sammanfatta svaret pa foljande satt:
(I) Egenfunktionen yo(x) = ¢ dér ¢ # 0 motsvarar egenvéirdet Ao = 0.

(II) Egenfunktionerna
yn(x) = ay, cos(nmz) + by, sin(nmz)

dir inte bade a,, = 0 och b, = 0 motsvarar egenviirdena \, = (nn)?
form=1,2,....
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