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Tentamentsskrivning i Transformer och differentialekvationer MVE101

Tid: 18 mars 2023 14:00-18:00

Examinatorer: Erik Broman, tel: 073-7320791

Hjalpmedel: Typgodkénd réiknare, utdelade tabeller och en egenhandigt skri-
ven formelsamling om 4 A4-sidor (dvs 2 A4-ark fram och bak eller 4 A4-ark pa
en sida).

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29.5 poéng

betyg “4”: 30 till 39.5 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad. Om du fastnar pa en uppgift ga vidare till
nasta.

1. Betrakta foljande system av kopplade ODE:

T1+2%9 —2x1 +329 =0
:f1+'1.‘2+3171:0

tillsammans med begynnelsevillkoren

m(O):{H,ocm(O)z[g].

Los detta genom att formulera och 16sa motsvarande generaliserade egen-
virdesproblem (dvs anvind matris-metoderna fran kursen). (8p)

Losning: Vi kan skriva problemet pa matrisformen A% + Bz = 0 dér

1 1]

B_{gl f’)]

Var plan &ar att diagonalisera problemet, dvs hitta matrisen P s& att om
x = Py sa far vi systemet § + Dy = 0.

och

For att gora detta loser vi egenvéirdesproblemet

Bv = Mv
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och borjar med att observera att

—1-X 3-2X\

3—A —-A
=AM1+N)—B=NB=20)=A+A-9+9A—-2)3 = -X\?+10A - 9.

det(B — \A) =

Ekvationen A2 — 10\ + 9 = 0 har l6sningarna
A1 =1o0ch Ay =9.

vilket &r vara sOkta egenvérden.

For att bestimma egenvektorerna betraktar vi forst

-1-1 3-2 -2 1
B_MA_[S—I -1 }_[2 —1]

och vi ser att motsvarande egenvektor ar

w[1]

Motsvarande for det andra egenvérdet blir

~1-9 3-18 —-10 15
B_AQA_[3—9 -9 }_[—6 —9]

och vi ser att motsvarande egenvektor ar

we[]

Vi har alltsé att matriserna D, P blir

o-[4 3] r- [} %]

Om vi nu betraktar ekvationerna ¢; +y; = 0 och g2 +9ys = 0 sa har dessa
16sningarna

y1(t) = aq cos(t) + by sin(t) respektive ys(t) = ag cos(3t) + be sin(3t)
vilket (enligt formeln x = Py) ger att
rpo|_ |13 yi | _ | 113y
To 2 -2 Y2 2y1 —2y2 |-

Begynnelsevillkoren ger oss

(3] =20 )= [nQram) ][ o ]
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sd att a1 = ax = 1/4.
Det andra begynnelsevillkoret ger oss att
[0 ] _ { i1(0) ] _ { §1(0) + 352(0) ] _ { b1 + 9by }
0 i2(0) 291 (0) — 292(0) 201 — 6b2
s& att by = by = 0. Detta ger oss till slut

cos(t) n 3 cos(3t)
4 4

T1 =y +3y2 =

och
cos(t)  cos(3t)

2 2

Ta =2y1 —2y2 =
2. Betrakta ekvationen
4(t) — 4y(t) + 5y(t) = u(?).

(a) Bestim en faltningsrepresentation for den allménna 16sningen till ek-
vationen om randvillkoren &r ¢(0) = 0 och y(0) = 0. (4p)

(b) Bestam 1sningen pa enklast mojliga form om
u(t) =Y 8(t — 2mk).
k=0
For full poang skall ett svar anges utan summatecken. (4p)
L&sning:

(a) Den allménna l6sningen ges av y(t) = (u * g)(¢t) dér g(¢t) &r det
s& kallade impulssvaret. For att berdkna detta sétter vi momentant
u(t) = 0(t), och efter Laplace-transform ser vi att ekvationen blir

1 B 1
s2—4s+5 (s—2)2+1’

(s —4s+5)G(s) =1 = G(s) =

vilket &r var overforingsfunktion. Impulssvaret blir da
g(t) = L7HG(s)} = e sin(t)H (t)

och den allménna I6sningen kan alltsa skrivas pa formen

o0

y(t) = (ux g)(t) = / g(r)u(t — 7)dr

— 00

= C>O(EQTsin'r u(t — 7)dT = <>oeszin'ru — 7)dT.
-/ (=i = | (Fyu(t - r)d

— 00
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(b) Vi bérjar med att se att om wu(t) = §(t — 2wk) s blir u(t — 7) =
0(t — 7 — 2mwk) som &r en impuls i punkten 7 = ¢ — 27k. Observera
att om ¢ < 27k si kommer inte impulsen med i integralen nedan. I
detta fall far vi att

y(t) = /000 e sin(r)u(t — 7)dr

= / e2r sin(7)d(t — 7 — 2wk)dr
0
= X4 gin(t — 2nk)H(t — 27k) = e~ "Fe2 sin(t) H (t — 27k).

Detta ger i sin tur att

y(t)/ooo T sin(T Z(St—'rf?ﬂk)r

/ e*T sin(1)6(t — 7 — 2nk)dr
0

tqu

>
Il
=]

M

e R sin(t)H (t — 27k) b sin(t Z e R H(t — 27k).
k k=0

I
o

Vi ser att for 27n <t < 27(n + 1) s& blir

4m(n+1)

E —4nk _ E —4rk __
k=0 k=0

s& att
1— 747T(n+1)

t) = e* sin(t
y(t) = e7sin(t)—— -7

3. Betrakta funktionen f(t) = ¢(m —t) pa intervallet 0 < t < 7, och 1at ¢(¢)
vara den (vanliga) periodiska upprepningen av ¢(t) sa att

nol f® om0<t<T
O = F(t—kr) omkr<t< (k+1)mdir ke 2.

(a) Bestdm den komplexa Fourierserien for ¢(t). (4p)

(b) Ange en ungefirlig uppskattning av storleken pa felet om man ap-
proximerar ¢(¢) med 2N + 1 termer av dess Fourierserie. Hur beror
uppskattningen pa N? (4p)

L&sning:

for 2mn <t < 2w(n+1) ddr n=0,1,2,...
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(a) Fourierkoeflicienterna ges av uttrycket

—/ p(t)e Thwotqr = / t(m — t)e 27kt gt
=20kt ™ ™ e—2ikt
== |t(r—t - — 2t dt
W[(W )—2116]0+7T/o(7r ) 25k
1 e—2jkt 17 1 (7 —2jkt
=0+~ |[(r—2)——| —= —2)——dt
T {(” )(ijﬁh vr/o 2 gy
1 —25km 0 1 T —27kt
== (—71'6 IRT _ e )—|— 27rk2/0 e IRt dt

_ 2 i L0= b
T 4mk? U o2mk? | —2jk |,  2k? 2k2’

om k # 0. Om istéllet k = 0 sa far vi att

T T 2 3 ™ 6 6

1" 1 [2r 31" 1373 —20% 72
co=— | tlr—t)dt=—|— - —| =" " =,
0 0

Darfor ser vi att
2

i cpe2ikt — — Z L62jkt
6 2k2 '

k=—o0 k0

(b) Felet brukar anges pa formen

—/|¢ (1) 2t

ol w2 AR
_ 2kt _ T Lokt
o Z Cre T 6 Z 2k26 ’
h=—N gy
Vi vet fran foreldsningen att felet (1) ocksd kan skrivas som

1 2 al 2
7 [ o) it 3l

och vidare séger Parsival’s formel att

>l = 5 [ loto) P
Detta innebéar att

1
7 [ 100 —on(oPa =1 [ jowPar- Z s ?
N 0 N+1 1

=Y b= Y lalf= Y mt X g es

k=—o00 k=—N k=N+1 k=—o0

dar

k__

(2)

=1
>

k=N+1
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For att utvérera storleken pa summan kan man antingen "veta” sva-
ret eller enkelt uppskatta den med hjélp av en integral. For detta
observerar vi att

1 ko
< —dzx for k=1,2,.
= oy T

s& att
> / /w : { 1 r 1
— § LIPRU DA N -
1 1 3 3
k:NJrlk k=Np1 7 k=1 r 3r° ]y 3N

Insatt i (2) ger detta att vi far

1

2
— < —,
/'Q5 (O] dt < G-

Anmirkning: Alla (vil motiverade) svar som séger att felet gar mot
noll som N3 ger full podng hér.

4. Betrakta ekvationen
up(x,t) — g, (z,t) = g(x, 1) (3)
med bivillkoren u!,(0,t) = ul (7, ¢) = 0 (RV) och u(z,0) = f(x) (BV).

(a) Bestdm den allménna 16sningen till (3) med de angivna bivillkoren i
fallet da g(x,t) = 0. (6p)

(b) Bestéam den kompletta 16sningen till (3) om

g(z,t) = (sin(t) + cos(t)) cos(x).

Genomfor dven en kontroll av ditt svar. (4p)

(c) Analysera ditt svar i (b) nir t — co. Ar asymptotiken rimlig? For-

klara vad ditt svar betyder “i verkligheten”. (2p)
Losning:

(a) Vianvénde variabelseparationsmetoden och ansétter darfor u(z,t) =
X (2)T(t). Inséttning i ekvationen ger oss
. X'(@)  T'(0)

X(2)T'(t) — X (2)T(t) =0 s att X)) - T -\,

och vi far vara ODE
X"(z) = =AX(x) och T'(t) = —\T'(t).
De angivna randvillkoren resulterar i

X'(OVT(t) = ul(0,¢) = (m,t) = X (x)T(t) = 0
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vilket ger att X-ODE’n har randvillkoren X’(0) = X'(7) = 0. Som
brukligt maste vi nu undersoka for vilka A som X-ODE’n har 16sning-
ar. Vi védljer har att konstatera att X-ODE'n &r ett Sturm-Liouville
problem med (notation som pé foreldsningarna) p(z) = 1, g(x) =0
och w(xz) =1 och med a; = by =1 och as = by = 0. Kéind sats siger
att detta problem &r positivt semi-definit och speciellt har det enbart
16sningar for A > 0. (Observera att A = 0 &r en 16sning.)

For A = 0 har X-ODE’n 16sningarna
X(z) = 1w + co sé att X'(z) = ¢1.

Randvéirdena ger hér att ¢; = 0 si att Xo(z) = ¢ &r en icke-trivial
16sning till problemet motsvarande egenvardet Ag = 0.

For A > 0 géller att X-ODE’n har I6sningarna
X () = ¢ sin(VAz) + ¢ cos(VAz)

sa att

X'(z) = e1Vhcos(VAz) — eV Asin(VAz)

och randvillkoren ger da att
0=X'(0)=c;VAsiatt ¢; =0
och att
0= X'(7) = e1VAcos(VAr) — eV Asin(VAr) = —coV/Asin(VAn).
Detta siger oss i sin tur att egenviardena maste vara
Ap=n?forn=1,2,... (4)

Sammanfattningsvis har vi alltsa 16sningarna

X, (2) = cpcos(v/Anz) forn=1,2,...

och vi observerar att detta uttryck &ven &r konsistent med fallet
n = 0.
Om vi nu vander oss till T-ODE’n sa far vi dir 16sningarna

T,(t) = e Mt

och om vi nu séitter samman allt sa far vi l6sningen
o0
u(x,t) = ZXn(x)Tn(t)
n=0

oo oo
= Z Cn cos(v/ Apx)e Mt = Z ey cos(nz)e ™ L
n=0 n=0
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Till sist konstaterar vi att begynnelsevillkoret u(z,0) = f(z) ger oss

att -
Z cn cos(nx) = f(x),
n=0

vilket uppfylls ifall vi véljer ¢, till att vara de relevanta Fourier-
koefficienterna, dvs ifall

. (f(z), Xpn(2)) fo ) cos(nzx) da: - ) cos(na)
T Xe@))2 Iy cos(mc )2dx / Ut

forn=1,2,... och

_ {f@), Xo(@)) _ Jy f(x)cos(0 MlAU@m.

T TX@E kwdﬁw B

Vi ansétter partikuldrlosningen

E U (t) cos(nz)

och insatt i ekvation (3) ger detta

o0

Z(u;(t) + n2uy (1)) cos(nz) = g(z,t) = (sin(t) + cos(t)) cos(x).

n=0

Vi ser darfor att for n = 1 sd har vi ekvationen w}(t) + u1(t) =
sin(t) + cos(t) vilket har 16sningen

up(t) = sin(t).

For alla andra virden pa n har vi att u/,(t) + n?u,(t) = 0 vilket
har den triviala 16sningen u,(t) = 0 (kom ihag att vi bara soker en
partikulér-16sning, sa den alternativa 19sningen w,(t) = ane’”% kan
vi ignorera. Om vi inte skulle ignorera den s& kommer vi se att den
ar “inbakad” 1 T-ODE’n redan). Vi ser att

Z U, (t) cos(nx) = sin(t) cos(z).

Om vi sétter ihop detta med homogenlosningen fran (a) sa far vi att
u(z,t) = un(z,t) + up(,t) (5)

- Z ¢ cos(nz)e™™ b + sin(t) cos(z).
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Kontroll: Vi har att

- Z e Sin(n:c)e*”% — sin(t) sin(x)
s& att ul,(0,t) = 0 och ul,(m,t) = 0. Dessutom géller att

— Z Can? Cos(nx)e*”% — sin(t) cos(x)

och att

oo

uy(x,t) Z ¢, cos(ne) 2)67’”% + cos(t) cos(x).

Det dr enkelt att se att detta uppfyller (3):
ug(x, t) - u/z/:c(xv t)
> 2
=— Z cnn? cos(nz)e™™ "t 4 cos(t) cos(x)
+ Z can? cos(nx)efnzt + sin(t) cos(x)

n=0
(cos(t) + sin(t)) cos(z).

(¢) N&r t — oo ser vi att det som aterstar av 16sningen i (5) blir
u(z,t) = cg + sin(t) cos(x).

Tolkningen av detta &r som foljer: Vi léser ju varmeledningsekvatio-
nen med randvillkoret att dndarna ar isolerade. Alla ojamlikheter i
viarmefordelningen som kommer fran begynnelsevillkoret jimnas ut
(resulterande i enbart cp), men virmefordelningen fran hogereledet
g(z,t) finns kvar. Detta ar naturligt d& hogerledet motsvarar tillfo-
rande (eller bortférande) av viirme och detta sker periodiskt for alla
tider.

5. Betrakta egenvéardesproblemet
=D[(1 —z +2)y'(x)] = M1 + sin(rz))y (),
med randvillkoren 0 = 3/(0) och 0 = y(1).

(a) Verifiera att detta problem &r ett Sturm-Liouville-problem. (2p)

(b) Hitta 6vre och undre begriansningar till alla egenviirdena fo6r detta
egenvardsproblem. (5p)
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Losning:

10

(a) Med notation som i hiftet/féreldsningarna har vi att p(x) =1+ z —
22 > 0 for x € [0,1], g(z) = 0 pa [0, 1] och att w(x) = 1+sin(7z) > 0

for z € (0,1). Dessutom har vi a; = by = 1 och medans ay = b; =

0,

s& att max(ai,as) > 0 och max(by,bs) > 0. Saledes dr detta ett
Sturm-Liouville problem. Dessutom &r max(asg, b2) > 0 s enligt kéind

sats har vi enbart strikt positiva egenvérden.

Vi anviinder hir att 2 <1 — x4 22 <1 och att 1 < 1+ sin(rz) < 2

4
for alla € [0,1]. Vi kan darfor ta

pi(z) = %, pa(z) =1, wi(z) =2 och wy(z) = 1.

Sjélvklart tar vi ocksé att ¢ (z) = g2(x) = 0.
Problemvariant 1: Hir betraktar vi nu problemet

2y (x) = (),

sa att
8\

y'(z) = —5y(@),

vilket har 16sningen

- ton (5] (5]
Y (z) = A\/§Si ( 83)\x> +B\/§cos ( 8;:5) )

Randyvillkoren ger oss d& att

sa att

Ozy/(o):B ?7

sa att B = 0, och vidare sa blir

o000 - (2 (2 a4 5).

vilket har icke-trivial 16sningar enbart om

A 2
83 :g+mrséatt /\Sll)zg(g+mr) forn=0,1,2...
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Problemvariant 2: Har betraktar vi nu problemet
=y (@) = Ay(a),

s& att
y'(x) = —y(@),

vilket har 16sningen
y(x) = Acos (\[\x) + Bsin (\[\x) .
s& att
y'(x) = —AV Asin (\F/\x) + BV X cos (\f)\m) .
Randyvillkoren ger oss d& att
0=y/(0) = BVA,
sa att B = 0, och vidare s& blir

0=y (1) = Acos (ﬁ) + Bsin (\[\) = Acos (ﬁ) )

vilket har icke-trivial 16sningar enbart om

)\512) = g + nm sa att )\512) = (g +n7r>2 forn=0,1,2...
Slutligen ser vi alltsa att
L (Grom) hos (Gom)'
forn=0,1,2,...
6. Fouriertransformer

(a) Beriikna (for hand) den inversa fouriertransformen av H(1—|w|) (dér
H som vanligt betecknar heaviside-funktionen). Forenkla s& langt
som mojligt. (3p)

(b) Hitta (for hand eller med hjélp av tabell) Fouriertransformen av

.cos(t
joos(t)
t

Skissa en plot Gver ditt svar. (4p)

Losning:
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(a) Vi har att

FHH(1 —|w)} = % /_OO H(1 — |w|)e?“tdw

1 Jw 1 ] —7
LU g, L[] e
2 J_4 2 | gt 1 2mgt
~cos(t) + jsin(t) — (cos(t) — jsin(t))  sin(t)
N 27t R

(b) Detta kan goras pa mer &n ett sitt. Hir anvinder vi oss av att

elt 4 eIt

cos(t) = ) ,

12

en omskrivning som liknar ett av stegen i rikningen i uppgift (a). Vi

ser darfor att

A ) AT AT

Tabellen sdger oss sedan att

}'{i} = wsgn(w) och att f{f(t)ejw"t} = F(w —wp).

Om vi sétter in detta i (6) ser vi att

405 o)

- -1 omw < —1
zi(sgn(w—l)—ksgn(w—kl)): 0 om —1l<w<1
s om w > 1.




