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Tentamentsskrivning i Transformer och differentialekvationer MVE101

Tid: 9 juni 2023 8:30-12:30

Examinatorer: Erik Broman, tel: 073-7320791

Hjalpmedel: Typgodkénd réiknare, utdelade tabeller och en egenhandigt skri-
ven formelsamling om 4 A4-sidor (dvs 2 A4-ark fram och bak eller 4 A4-ark pa
en sida).

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29.5 poéng

betyg “4”: 30 till 39.5 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad. Om du fastnar pa en uppgift ga vidare till
nasta.

1. Betrakta systemet
Bi = Ax

A:[2 4],ochB:{g

dar

0 6

w =
1

Los detta problem med begynnelsevillkoret

x(O):[(l)].

(8p)
Lo6sning: Vi kan skriva om problemet pa formen & = Cz dér

o, 1] =31 2 41 [-3 -3
C_BA_§20 06| |2 4 |-

Losningen kan da skrivas som = = e/“zy si vi maste berdkna €. Man

kan gora detta med valfri metod, vi anvdnder hir Cayley-Hamiltons sats
och for att kunna anvinda den berdknar vi férst egenvérdena. Vi har att

-3-Xx =3

Ozdet(C—/\I):’2 iy

‘:—(3+>\)(4—)\)+6:/\2—/\—6

vilket ger l6sningarna
)\1 = —2 och )\2 =3.
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Vi har att e!“ = ag(t)] + a1 (t)C dir ag(t),a;(t) ges av 16sningen till
ekvationerna

e % = ap(t) — 204 (t) och €3 = ag(t) + 3ay(t).
Dessa ekvationer har 16sningarna

263t + 367215 83t _ 672t
a)y = ———— och o] = —————
) )

s& att

SO 23" 4 3e~2! { 10 ] N et — e [ -3 -3 ]
1] —e3 +6e72t —3e3 + 32

5 [ 2¢3t _ 9e=2t g3t _ =2t } .

Vi ser da till slut att

T = etcxo

1 —ed+6e72 —3e3 4 32 1] 1] —ed+6e 2
- 5 26375 _ 26—2t 66325 _ e—2t 0 - 5 26375 _ 26—2t .
2. Betrakta ekvationen

§(t) = 29(t) + 4y (t) = u(t).

(a) Bestdm Gverforingsfunktionen och impulssvaret. Ar systemet stabilt?

(4p)
(b) Bestém losningen till ekvationen om u(t) = 0 och om begynnelsevill-
koren &r y(0) = 1 och ¢(0) = 0. (4p)
L&sning;:

(a) For att bestdmma 6verforingsfunktionen och impulssvaret skall vi an-
ta homogena randvillkor, dvs y(0) = 0 och §(0) = 0. Dessutom later
vi hogerledet vara en impuls 6(¢) och om vi Laplace-transformerar
ekvationen far vi da

1=5%Y(s) —2sY(s) +4Y(s) = (s — 25 +4)Y (s)
s& att overforingsfunktionen blir

1 1

G(8)232—2s—|—4: (s —1)2+43’

och enligt tabell ges impulssvaret g(t) av

o) = £ {60} =M gy

Vi ser att systemet inte ér stabilt d polerna till G(s) &r sy o = 14+/3i
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(b) Laplace-transformering av ekvationen ger nu

0= 2 (s)  sy(0) — 9(0) — 2(s¥ (5) — y(0)) + 4¥ (5
= (52 —28—|—4)Y(S) —s+2

sa att
s—2 s—1 1

YO = o2 3 " Goi2+3 o113

Inverstransformering ger nu att

y(t) = €' (cos(\/gt) - sm(\/é?nﬁ)) .

3. En dimmer fungerar pa foljande satt: Istillet for en sinuskurva, sa ges
spanningen av funktionen ¢(t) déar ¢(t) ar en periodisk upprepning av
funktionen

F(t) = H(t — 1/2)sin(2rt) for 0 < t < 1.

Funktionen ¢(t) har alltsa period 1.

(a) Bestdm den komplexa Fourierserien for ¢(t). (6p)

(b) Anvénd ditt svar i (a) for att bestdmma vérdet av

Tips: Man kan ha anvindning av att

! 1
/ cos(2nt)?dt = .
0 2

(4p)

Losning;:
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(a) Fourierkoeflicienterna ges av uttrycket
1 . 1 ,
k= T/ p(t)e IFwotat :/ H(t — 1/2)sin(2nt)e 2™k gt
T 0

1 1 2wt _ —2mjt
:/ sin(27rt)672’”ktdt:/ eIk
1

/2 1/2 2j
_ 1 ' o 2mi(h=1)t _ —2mi(k+1)t gy
2j J1)2
1 [ e—2mi(k=1)t e—2mi(k+1)t 71
2 [—27Tj(k 1) —2mj(k+ 1)}1/2
1 [e-2mitk=1) _ o=mj(h=1)  p=2mj(k+1) _ o—mi(k+1)
Y ( —2mj(k—1) - —2mj(k+1) )
1 [1—(=DF1 1 (=1)k!
e ( k-1  k+1 )
1 (14+(=DF 14 (-1
T ar ( k-1  k+1 )
— (1 (D)) L+ (1)

ark?2 -1 2m(k2—1)
om k # {—1,1}. Om istéllet k = —1 s& far vi att (som ovan)

e : IR
1= — 6*27‘7(*2)15 —1dt = 7/ e4ﬂ‘jt _1dt
2j 1/2 2j 1/2
1 [etmit 1 eAmi _ p2mj 1 j
= — —t = - — == —
2j { 4mj }1/2 —87 435 4
och for k =1 s& far vi att (igen som ovan)
I ; 1 '
C1 = — 1—6_4thdt:*,:—l.
2j 1/2 4y 4

Darfor ser vi att

3 L+ (-1)* j j
B(t) ~ Z cpe?™ IRt — Z ) e2mikt ) —2mjt _J omjt.
Nt ket (o11) 2w (k%2 —1) 4 4

(b) Parsevals formel siger att

r 2 1 2
/0 0Pt = 1 3o

vilket for oss ger

. ) kN2
_ 11 1 1+ (1)
2rt)’dt =) el = 5+ =+ = T2 (oo
/1/2 sin(2nt) d k| R TR T ];2 (277(162 - 1))
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sa att
i(lﬂ—l)k)Q
P 2m(k? —1)
1 ! 1 1 1/1 1 1 1
= in(2rt)?dt — — — = | ==~ = — = -
2(/1/28111(7” w2 8) 2(4 2 8> 16 2n2

Héar anvander vi att

! 1! 1! 1
/ sin(2nt)?dt = f/ sin(2nt)?dt = 7/ cos(2nmt)?dt = =,
1/2 2 Jo 2 Jo 4

enligt tipset.
4. Betrakta den partiella differentialekvationen
uly(z,t) — Pu,(2,t) =0,

med randvillkoren u/,(0,¢) = 0 och u/(1,t) = 0 tillsammans med begyn-
nelsevillkoren u(z,0) = 3 + 2 cos(2mz) och u}(x,0) = cos(7Trz).

(a) Bestdm en losning till ekvationen med de angivna bivillkoren. (7p)

(b) Verifiera att ditt svar i (a) verkligen uppfyller ekvationen och de
angivna bivillkoren. (3p)

Losning;:
(a) Vi anséitter u(x,t) = X (z)T'(¢) och far att

" 2311 .o X (@) TV()
X(@)T"(t) = X" (x)T(t) sa att X() ~ 2T A,
vilket ger oss X-ODEn X" (z) = —AX(z) och T-ODEn blir T"(¢) =

—Ae?T(t). Randvillkoren fér X-ODEn ges av att 0 = u(0,t)
X'(0)T(t) s& att X'(0) = 0 och att 0 = wul(1,t) = X'(1)T(t) sa
att X’'(1) = 0.

Vi kan antingen dela upp i tre fall eller ocksa anvénder vi teorin om
Sturm-Liouville problem. Vi anvénder den senare metoden av dessa
och oberverar darfor foljande:

Vi har ett Sturm-Liouville problem med p(z) = 1, g(z) = 0
och w(x) = 1. Vidare dr (med beteckningar fran forelésning alt
héftet) a3 = 1,a2 = 0,b1 = 1 och by = 0.
Teori ger oss da att alla egenvirdena &r icke-negativa.
X-ODE:n Om A = 0 har vi 16sningen X (z) = Cya+ Cs och randvill-
koret 0 = X'(0) ger att C; = 0 s& den enda losningen dr X (z) = Cs.
For A > 0 har vi sedan att X" (z) = —AX (x) l6ses av

X(x) = Cy sin(vVAz) + Cy cos(VAz),



Tentamentsskrivning: Transformer och differentialekvationer MVE101 6

sa att

X'(z) = C1VAcos(VAz) — CoVAsin(VAz).

Det forsta randvillkoret ger att 0 = X'(0) = C; och det andra ger
att 0 = X'(1) = —Cyv/Asin(v/A) vilket ger att

VA = nm sa att A, = (nm)?

for n = 1,2,.... Vi har alltsd att Xo(z) = Cs och att X, (z) =
Cy cos(nmz) forn =1,2,...

T-ODE:n Vi betraktar sedan T-ODE:n T (t) = —\,c?*T(t) For
n = 0 har denna l6sningen Tp(t) = agt + by, och for n > 1 har
den 16sningen

T,.(t) = an sin(enwt) + by, cos(cnmt).

Vi sétter samman detta och far ug(z,t) = agt + b (vi kan sétta
Cy = 0) medans

un(x,t) = Xp(2)Tn(t) = cos(nma) (ay sin(ent) + by, cos(cent))

for n = 1,2,... Var allménna 16sning blir dérfor

u(z,t) = Z up(z,t) = aot—i—bo—i—z cos(nmx) (ay, sin(cnmt) + by, cos(cnmt)) .

n=0 n=1

Vart forsta begynnelsevillkor ger oss

3+ cos(2mx) = u(x,0) = by + Z by, cos(nmz)

n=1

s& att
bo=3, b =1o0chb,=01frn=1,3,4,...

Vart andra begynnelsevillkor ger oss

(oo} oo

cos(7rx) = uy(z,0) = ag + Z(un);(x, 0)=ao+ Z cos(nmx)ancnm,
n=1 n=1

s& att

1
a7 = — och a, =0 fér n # 7.
Tem

Vi far da till slut att

u(@,t) =bo+ > tn(z,t) (1)
) sin(7emt)

= 3+ cos(27mz) cos(2¢mt) + cos(Tmx) o
T
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(b) Med losningen wu(z,t) som i (1) ser vi att
u(z,0) = 3 + cos(2mx)
och att
uy(z,t) = —2cm cos(2mz) sin(2ent) + cos(7mz) cos(7emt)

s& att uy(z,0) = cos(7nzx). Detta verifierar begynnelsevillkoren. Vi-
dare har vi att

in(7crt

ul (z,t) = —27 sin(27x) cos(2ent) — Sin(hz)w

s& att ul (0,t) =0 och u,(1,t) = 0 vilket verifierar randvillkoren.
Till sist kontrollerar vi ekvationen och ser att
uyy (z,t) = —(2em)? cos(2mx) cos(2emt) — Ter cos(Tra) sin(7ert)

medans

ulibz(xvt)
(2 ) COS(2”I) COS(ZCﬂ't) — ?WS]‘][](? )78111( lC it)

"

= cjutt (z,t)
s& att &ven ekvationen &ar uppfylld.

5. Betrakta egenvérdesproblemet

22
| (% +1) v =
med randvillkoren 3/(0) = 0 och y(1) = 2.

(a) Genomfor ett steg av iterationsmetoden for att bestdmma ett nér-

mevérde till egenvirdet A;. (3p)

(b) Berikna de tva forsta Schwarz-talen (medréknat det “0:te”) och den

forsta Schwarz-kvoterna. (3p)

(c) Reflektera 6ver dina svar i (a) och (b). Ar det nagot som &r lite

mérkligt /anméarkningsvért? (2p)
Lo6sning:

(a) Vi borjar med att ansiitta ug(r) = x? + ax + b. Randvillkoren ger
da att 0 = u((0) = a och 2 = ug(1) = 1+ b sa att ug(x) = 22 + 1.
Iterationsmetoden séger sedan att vi skall 16sa problemet

-D [(x; + 1) u’l(x)] =up(z) =2* +1



Tentamentsskrivning: Transformer och differentialekvationer MVE101 8

sa att

T .’173
()% v

Randvillkoret 0 = u}(0) ger att ¢; = 0 och vi ser att

2 3 2 2
<:U3 + 1) u)(z) = —%—x =—z (a;) + 1) s& att up(x) = —%+C2.
Det andra randvillkoret 2 = (1) ger sedan att
L.
2:u1(1)202—§saatt02:f

och darmed har vi att

5 — g2
5

up(x) =

Schwarz-talen ges av ar = (Aug,ug) = (ug,up) dd vi hir har att
A = 1. Viser att

L e Yoo 1,2 28
ap = {ug, ug) :/ (z°41) d:zc:/ 422+ 1lde = —+-+1=—
; o 573 15

och

1 2
5—x
a; = (u,ugp) :/ 5 (2 + 1)dx
0

Lty 9 1/ 1 4 46
== —2*+42*+bdz==(—-—=+35+5)=—.
2/0 v o bz 2< 5 3 5) 15

Detta ger Schwarz-kvoten

ap 28 15 14
_ % _ 2 b 1% 6087
o= T 15 46~ 23

Enligt sats fran kursen skall 11 > po > -+ - A1 sd en Gvre begransning
till A1 hade varit us =~ 0.6087 om alla villkor for de relevan-
ta satserna vore uppfyllda!. Dock &r det ju s& att ett Sturm-
Liouville problem maste ha homogena randvillkor, vilket vi inte har
har (y(1) = 2 istéllet for y(1) = 0). Vi kan darfor inte hévda att
problemet ar totaldefinit, och déarmed kan vi inte vara sékra pa om
slutsatsen stdmmer i detta fall.

6. Bestdm

1
o) 5
sin(at) —

dvs faltningen mellan sin(at) och L. (6p)
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Losning: Vi l6ser detta med hjalp av att anvénda Fouriertransformer. Vi
har enligt tabell att

Flsin(at)} = g[é(w —a) = 8w+ a)]

{3} {4 -

dér sign(w) &r den sa kallade sign-funktionen, dvs den &r 1 om w > 0 och
—1 om w < 0 medans sign(0) = 0. Vi kan nu anvinda att

och att

f{sm(at) * Flt} = f{sm(m)}f{wlt}

= g w—a)—o(w+ a)]%sign(w) =7[0(w + a) — §(w — a)]sign(w)
_{ S(w+ao)+dw—a)] oma>0
- O(w+ ) +6(w—a)] oma<0

= —Wszgn( Jo(w+ o) + §(w — a)).
Vidare har vi enligt tabell att
F{cos(at)} = m[d(w + a) + 0(w — a)]
sé att
sin(at) * % = F H—nsign(a)[§(w + a) + d(w — a)]}
= —sign(a)F Hr[5(w + a) + d(w — a)]} = —sign(a) cos(at).



