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Tentamentsskrivning i Transformer och differentialekvationer MVE101

Tid: 17 Augusti 2023

Examinatorer: Erik Broman, tel: 073-7320791

Hjalpmedel: Typgodkénd réiknare, utdelade tabeller och en egenhandigt skri-
ven formelsamling om 4 A4-sidor (dvs 2 A4-ark fram och bak eller 4 A4-ark pa
en sida).

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29.5 poéng

betyg “4”: 30 till 39.5 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad. Om du fastnar pa en uppgift ga vidare till
nasta.

1. Betrakta ekvationen
j+2+y=0
med begynnelsevillkoren y(0) = y(0) = 1.

(a) Skriv om detta som ett system av forsta ordningens ekvationer och

uttryck detta system pé matrisform. (2p)

(b) Los systemet i deluppgift (a). (4p)

(¢) Anvénd dina svar i (a) och (b) for att bestdmma y(t). Verifiera att

ditt svar ar korrekt. (2p)
Lo6sning:

(a) Vi infor variablerna x; = y och 2o = @7 = ¢. Om vi siitter in detta i
orginalekvationen sa far vi

J+2y+ty=a2+222+21 =0

sd att #9 = —2x9 — x1. Tillsammans med ekvationen x5 = 1 far vi

da systemet
. T i 0 1 o _
—n )=l ]l ]

(b) Vi anvéinder Cayley-Hamiltons metod for att beriikna e*4. Vi borjar
med att observera att ekvationen

-A 1

Ozdet(A—)J):‘ 1 o

’:)\(2+>\)+1
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vilket har 16sningarna A\; = Ay = —1.
Cayley-Hamiltons sats séger da att

e = ap(t) + ar(t)A
dér ag(t) och ai(t) ges av 1osningarna till ekvationerna
e ' = ag(t) — ai(t) och te™" = ay(t)
vilket ger att ap(t) = a1 (t) + et = (1 + t)e~*. Till slut ser vi att

e = ag(t) + ay(H)A

=(1+t) et [(1) ?]—&-te_t { 7(1) H

Vi har att

Dérmed blir
g =(1—-2t)e " och §j=(2t—3)e"
och om vi sdtter in detta i orginalekvationen far vi att
J+20+y=2t—3)e " +2(1 —2t)e " + (1 +2t)e " =0

som Onskat. Vidare sa ér y(0) = (1 +2-0)e”® = 1 och y(0) =
(1—-2-0)e”? =1 sa att &ven begynnelsevillkoren dr uppfyllda.

2. Betrakta ekvationen

G+29+y=u)

med begynnelsevillkoren y(0) = y(0) = 1.

(a)
(b)

Los denna ekvation med hjilp av Laplace-transform om u(t) = 0.
(4p)

Los denna ekvation med hjélp av Laplace-transform om w(t) = §(t —
a) dér a > 0. (4p)

L&sning;:
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(a) Laplace-transform ger

0= s"Y(s) — sy(0) — 5(0) +2(sY (s) — y(0)) + Y (s)
=5%Y(s) —s—1+2(sY(s) = 1) +Y(s) = (s> + 25+ 1)Y(s) — s — 3,

sa att 43 1 9
S
Y = = .
O =GrE ~s+1 T Gre

Tabell ger nu att

1 n 2
s+1 (s+1)

y(t) =L£71 { } — el 42t

(b) Forandringen jamfort med uppgift (a) &r att nu far vi ekvationen

e = 5Y (s) — sy(0) — §(0) + 2(sY (s) — y(0)) + Y (s)
=5%Y(s) —s—1+2(sY(s) = 1) +Y(s) = (s* + 25+ 1)Y(s) — s — 3,

s att

e ¥ +s+3 _ 1 2 e s

R PO s N POV ) POy

Inverstransformering av den extra termen ger nu

“{orm)
Ll{(s_:ng}(ta)-H(ta)
=(t—a)e TYVH({t - a)

dar den sista likheten kommer sig av att

Sammantaget far vi da att
y(t) = LTHY (s)y =e P+ 2te™t + (t—a)e  T"YVH(t — a).
3. Betrakta funktionen

£(t) = t om0<t<1/2
Tl 14t om1/2<t<1,

och 14t ¢(t) vara den periodiska upprepningen av f(t).

(a) Berdkna den komplexa Fourierserien {or ¢(t). (6p)
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(b) Anvénd ditt svar i (a) for att bestimma den reella Fourierserien. (2p)

L&sning;:

(a) Viborjar med att notera att ¢(t) har period T = 1 sa att wo = 2%

27. Fourierkoefficienterna ges av
e ook
== t)e oM dt
=7 /o o(t)e

1/2 ) 1 )
- / te 2kt qt 4 / (14 t)e 727kt gy
0 1/2

1 1
:/ te*j2”“dt+/ e 92kt gt
0 1/2

Den forsta integralen blir

1
/ t€72ﬂ—jktdt
0
e—2mikt 1 1 —2mjkt o—27ik o—2mikt 1
{ —27Tj]€:|0+/0 —2mjk —2mjk + [(27rjk)2]0
1 +e_2”jk—1_ I
- 2mjk  —(2wk)2  —2mjk 27k’

och den andra blir
1

1 oni
/ o2kt gy _ [e 2 Jkt:|
1/2 —2mjk 1/2

ek —emmh 1 (-DF - (=D

—2mjk - —27jk 2k ’

sa att

" ok 27k - 27k
om k # 0. Om istéllet kK = 0 sa far vi

1 1
0 1/2
Sammanlagt blir d&

S : 2j = (=D o
2wjkt __ 2mjkt
o)~ 3 M =14 D T

o 0 H1=(EDY 2= DY

(b) Den reella Fourierserien ges av uttrycket

a = )
o(t) ~ 50 + kz_l ay cos(2mkt) + by, sin(2mkt)
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dér vi enligt foreldsningarna har att 2¢, = ap — jbg. Vi ser darfor att
ag = 2 och att for k > 1

) 2j —j(=1)*
— jb, = 2¢), = 22—
ar — JOk Ck ok
fran vilket vi ser att ap, = 0 for k£ > 1 och att
—1)k—2
)
2rk

for k£ > 1. Sammantaget ser vi da att
= ()F o2
o(t) ~1+ kz::l T sin(2mkt)

4. Variabelseparation

(a) Los ekvationen
uly, + g, = 0 pa omradet [0,1] x [0, 7]

med randvillkoren u(0,y) = 0,u(1,y) = 0,ul(x,0) = 0 och u(x,7) =

sin(ma) + 3sin(37z). (10p)
(b) Verifiera ditt svar. (2p)
Lo6sning:

(a) Vi ansétter u(x,t) = X (2)Y (y) och far att

" 7 s X" () Y (y)

X"(2)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0 sa att X () Y A,
vilket ger oss X-ODE X" (z) = —AX(z) och Y-ODEn Y"(y) =
AY (y). Vi borjar med X-ODE’n och delar upp i tre fall, men forst
betraktar vi randvillkoren. Vi har att u(0,y) = X (0)Y (y) = 0 vilket
méste innebéra att X(0) = 0 (annars dr ju Y (y) alltid noll) och pa
samma sitt far vi att X (1) = 0. Som vanligt kan man identifiera ett
SL-problem eller 16sa alla potentiella fall var for sig. Vi véljer héar det
senare sattet.

Fall 1: Lat A < 0. Losningarna blir da
X(z) = AeV=A* 4 BemVAe
och vi ser da att
0=X(0)=A+ Bsaatt B=—A.
Detta ger oss att
0=X(1) = AV 4 Be VA=A (e‘/j‘f e*‘/j‘) .
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Da eV~ &r ett nollskiljt reellt tal (kom ihag att A < 0 i detta fall),
har ekvationen bara den triviala 16sningen A = 0 och darmed ocksa
B =0.

Fall 2: Lat nu A = 0. D& har vi ekvationern X”(z) = 0 som l6ses
av X (x) = Az + B och instéttning av randvillkor ger X(0) = B =0
och X(1) = A+ B = A = 0. Aven hir har vi alltsi bara en trivial
16sning.

Fall 3: Till sist betraktar vi A > 0. X-ODE’n har nu l6sningen

X(x) = Acos(VAz) + Bsin(VAz).

Randvillkoren ger oss nu att X (0) = A = 0 och att X (1) = Bsin(v/))
si att A\, = (nm)? for n = 1,2... Vi ser da att

X, (x) = By sin(nmzx) forn=1,2,...

Vi betraktar nu Y-ODE’n. D& vi vet fran X-ODE’n att A > 0 s ser
vi att Y-ODE’n enbart har 16sningarna

Yo (y) = Cp cosh(v/Any) + Dy sinh(v/Any).

OBS: Man kan ocksa skriva 16sningen pa formen
Yo(y) = Cvnemy + Dne—my

vilket 1 slutdndan leder till samma svar.

Randvillkoren for Y, blir 0 = u/,(z,0) = X, (x)Y,,(0) s att Y,,(0) =0
vilket ger att Y,,(0) = C,, = 0 sé att

Y,.(y) = D,, sinh(nmy).

Den sammanlagda 16sningen blir da

o0

u(z,y) = Xp(2)Yn(y) = Z ay, sin(nmz) sinh(nry)

n=1
och insdttning i det sista randvillkoret ger att

o0

sin(mzx) + 3sin(3rz) = u(x,7) = Z a, sin(nrx) sinh(n?)
n=1
si att o, = 0 for alla n # 1,3 och vidare dr a; = m och
3 = W Vi far till slut att
) sinh(my) ) sinh(37y)
= ——< + 3sin(3mx) ———=. 1
u(@,y) = sin(me) sinh(7?) + 3sin( 7mj)sinh(37r2) (1)
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(b) Kontroll: Om vi deriverar uttrycket fran (1) sa far vi att

. sinh(my) .3 o . sinh(3my)
u;’x = —T Sln(ﬂ'x)m —3°m SIH(3W$)W
och att
L sinh(ry) s o sinh(37y)
Uy, =T sm(mv)m + 37 s1n(3w$)m.

Déarmed blir
Upy, + Uy, =0,
som Onskat. Vidare ar det uppenbart att u(0,y) = u(l,y) = 0 da

sin(0) = sin(7) = 0 och sedan ser vi att u/,(x,0) = 0, vilket f6ljer av
att sinh(0) = 0. Till sist blir

sinh(377)

sinh(7)
2 sinh(372)

u(z, m) = sin(wx)— )

Sinh(r +3sin(37x)

= sin(wz)+3sin(37z)

som Onskat.

5. Betrakta egenvérdesproblemet

=D[(1 + 2)y' ()] + y(z) =

2+xmm

med randvillkoren 3'(0) = 0 och '(1) = 0.

(a) Verifiera att detta #r ett Sturm-Liouville problem. Ar A = 0 ett

egenvérde till problemet? (3p)

(b) Bestam 6vre och undre begriansningar till alla egenviirdena for detta

problem. (5p)
L&sning;:

(a) Med notation som kursen ser vi att p(z) = 1+, ¢(z) = 1 och w(z) =
2-1% med a; = 1 och by = 1. Vi observerar dven att p(x),p'(x), q(z)

och w(z) ar reellvirda och kontinuerliga pa [0, 1]. Dessutom &r p(z) >

0 och g(z) > 0 for x € [0, 1], medans w(z) > 0 for z € (0,1).

Vi noterar att &ven om as = by = 0 s& att A = 0 potentiellt skulle

kunna vara ett egenvérde, si giller att g(z) # 0, och teorin fran

kursen ger darfor att A = 0 inte &r ett egenvirde.

(b) For att stidnga in egenvirdena betraktar vi begransningarna

1 1
p1(z) =1 < p(z) <2=ps(x) och wy(z) = 3 < a2

= w1 (x).

N =

<

Vi tar s& klart dven ¢1(z) = ¢o(x) = 1. Vi betraktar nu de tva
problemvarianterna.
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Problemvariant 1: Har betraktar vi nu problemet

(@) + y(e) = (),

s att

vilket har 16sningen

o= e ({51 (310

Vidare ar

=33 e) v (31

och randvillkoren ger oss da att

A
0=y (0)=By/5 1

vilket ger att antingen dr A = 2 (och darmed blir

o< ({30) (4T

eller ocksé ar B = 0. I det senare fallet sa ger det andra randvillkoret
att

Vi ser aterigen att antingen &r A = 2 eller ocksa maste vi ha att

A
nﬁ:\/;SéattAn:2(l+(nﬂ—)2> fOI"I’LZO,l,

Om vi haller oss till konventionen att det minsta egenvirdet skall
vara A skrivs detta istéllet

AP =2(1+ ((n—1)m)?) for n=1,2,...

n
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Problemvariant 2: Har betraktar vi nu problemet

2" (2) +y(x) = 3 hu(a),
s& att \1 N3
o)== (5~ 3) v = =25 2w

vilket har 16sningen

y(z) = Acos <\/>\g3x> +Bsin< )\ggx).

Vidare ar

Y (r)=—-A )\63sin< /\63x>—|—B /\63cos< >\63x>

och randvillkoren ger oss da att

ozy'(O):B,/¥

vilket ger att antingen d&r A = 3 (och dédrmed blir

SRR = A BN =

eller ocksa dr B = 0. I det senare fallet sa ger det andra randvillkoret
att

0=1y'(1)

A—3 A—3 A—3 A—3
—_A ¥ MR B . AR
\/6 bm(\/ﬁ>+\/6 COb(\/6)
:—A\/)\_gsin \//\_3 .
6 6
Vi ser aterigen att antingen &r A = 3 eller ocksa maste vi ha att

)\,
m\/?séatt/\"6(mr)2+3f6rn0,1,---~

Om vi haller oss till konventionen att det minsta egenvirdet skall
vara \; skrivs detta istallet

AP =6((n—1)m)* +3forn=1,2,...

Slutligen ser vi alltsa att
21+ ((n—1)m)?) <\, <6((n—1)m)* + 3,

form=1,2,...
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6. Fouriertransformer

(a) Visa att
F{f(=)} = F(—jw)
om Fouriertransformen F{f(t)} existerar. (2p)

(b) Lat a € R. Bestdm (dvs hitta en ridkneregel/ motsvarande uttryck
som i (a) for)
F{f(-t+a)}.

(2p)
(¢) Anvénd resultatet i (b) {or att bestdmma Fouriertransformen av H (a—
t) dir a € R (och H(t) som vanligt betecknar Heaviside-funktionen).

(2p)

L&sning;:

(a) Detta loser vi med en kort rakning. Vi ser att
o0 .
FU0} = [ sneitan = (-1 =s)
—00

— /_OO f(5)e?3(—ds) = /_O; fls)e” T ds = F(—jw).

o0

(b) Vi far nu en variant av (a).
]:{f(aft)}:/i fla—t)e 9“'dt = {~t+a=s}

= /7C>O f(S)efjw(afs)(_ds) _ /OO f(s)e,jw(afs)ds

oo

= e*j“’“/ f(s)e= I3 ds = e7Iw P (—jw).

(¢) Viser nu att
FlH(a—t)} = F{H(~t +a)} = e " F{H () }(~jw),

dér den sista likheten f6ljer av (a). Vidare géller enligt riknereglerna
fran foreldsningarna/tabellerna att

1
H = —
F0) = (76) + - )
och om vi sitter samman dessa tva far vi att
. 1
H(a — = e JW — —_
F{H(a—1t)} =e (77(5( w) + —jw)

je—jwa

— ¢ dwa (7r5(w) + i) = m8(w) +



