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: ;ﬁédan fré,ga;n Hur minga delméngder av storlek k finns il en méngd med
4 element? ger den &ndlga taifijden

- =+ s G G

- I detta avenitt ska vi presentera genererande funktioner (eng. generation
“fametion), ett kraftfullt verksyg fr att arbeta med talftlider som kommer att
- visa sig sirskilt I8mpat*f5r problem med partitioner. Med den genererande
. funktionen fér en talftljd {az}§® menas den formella potensserien

ret

o8]
80 + 012+ apa® A+ -0 = Z%wk.
k=0

- Talet o i talféljden aterfinver man alléss som koefficienten framfr z* i den
genererande funktionen.

; Exempel 6.3 Den genererande funktionen for talfdljden ag = 2F for k > ¢
N .

o<
‘ 1+2$+4m2+8m3+---=22kmk.
. Jo==0}

+Detta uttryck &r en geormetrisk serie och gar dirfor att ubtrycka anklare:

o 1
2 (o) = .

k=0

' (Egentligen géller denna likhet endast nér x| < %, men det bryr vi oss inte
- om ty vi ska inte siitte in nigra virden pa z.) All information om den ofndliga
 talftljden ligger alltsa i det kompakta uttrycket 1/(1~ 2z). Fér att £ tillbaka

- falitljden utvecklar vi bara detta utiryck som potensserie,

1 o0
: me—er = 1 22 4 (22)% 4 (22) 4+ =S 2kgk
[ ey (22)° + (22) ano
4—————‘—————"———_*#f
- ach far fram ap som koefficienten framfér z*, det vill siga ap == 2F,

6.4 Genererande funktioner

I

+Om vi vill ha den genererande funktionen till den andra talfdljden vi stude-
. rade, a = (i), 0 <k <4, ser det i forstone lite problematiskt u, eftersom
* definitionen utgick frén att man hade en odndlig talfsljd. Men vi inser snabbt
_' att frigan Hur mdnge delmingder av storlek k finns #ll en mingd med 4 ele-
- ment? faktiskt ven gér att besvara f5r & > 4: Des finns inga sadana delming-
“der, s& svaret dr noll! Talftliden kan alltsd byggas p& med o3ndligh manga

Kombinatorik handlar ju mycket om taifsljder. Exempelvis ger svaret pé fra-

gen Hur mdngu delmdéngder finms till en mangd med eti visst antal element?
upphov till den ofndliga talfdljden

'

=1 2'=2 22=4, 2=3g,
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nollor, och vi fir den genererande funktionen

4\ o 4\ 1 4\ 2 4\ 3 44-5_,_
(O)w —I—(l):n +(2)9:+ 39:-5— 4x+0:c-{- =

- g @x’c _ 1+

Det intressanta &r att de tillagda nollorna gér att berikna med exakst samma
formel som man normalt sett anvinder fr binomialtal, exempelvis har vi att

4 _4-&2&-0_0
5/ 1.2.3.4-5

Tydligen gr begreppet binomialtal att generalisera en del. Det visar sig att

man till och med kan slippa pd kravet att n ska vara ett naturlist tal; det
gér bra med vilket reellt tal som helst. Om vi exempelvis beriknar taylorpo-
lynomet #r glz) = 1+2)™' = 1/(1 +z) far vi

o) =14 Ty DD (DD 5,
R

en potensserie med koefficienter som beriknas pi exakt samma sitt som ;
binomialkoefficienter. Och samma sak f&r h(z) = (1 + 2)** = I+ 2, som |

har taylorpolynomet

by =1+ Loy LD | GV s
(2)(=3/2) .. (~Ch-32)
1-2....k

+ xk-i—...

Det hér ger oss foljande utvidgning av begreppen binomialkoefficient och

binomialsatsen:

Definition 6.1: Binomialkoefficient Binomialkoefficienten definieras °

M\ _nn-—Un-2.. . (n-k+1) rn—i+1
(k)_ 1-2.3..... k "H i

i=1

for alla tal n och positiva heltal k. Vidare definieras

6)= .
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. Potenser av en konstant c. Talfdliden ap = ¢* fr k > 0 har

(enligt formeln £5r geometrisk serie) genererande funktion

. 1
T l—cx’

o
ltcezdcfa +-- = (ex)®
’ k=0

. Binomialtal () for fizt n. Talfcljden az = (}) for & > 0 och

fixt n har (enligh binomialsatsen) genererande funktion

@)+ ()= ()= 50

0

. Binomialtal (7) for fizt k. Talftljden a,, = ("}tk) f5r n > 0 och

fixt k& > 1 har {enligt &vning 6.17) genererande funktion

(5)+ (e (1) -

-2 (") -

Tabell 6.1: Négra ofta anvinda genererande funktioner.

S.ats 6.6: Binomialsatsen

(0 +b)" = i (Z) RENIL

k=0

Ovning 6.17 Det ser trots allt inte si snyggt ut med negative tal i
binomialkoefficienterna. Férsék uttrycka

1
-z

som en summa med “normala” binomialkoefficienter, det vill siga sada-
na som inte innehaller negativa tal.
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Ovning 6.18 Ta fram den genererande funktionen for nedanstien

rfor'c'l.et'? Ta som exempel koefficienten 5 framfor z%. Den fick vi fir att
talftljder:

mas fem sitt att multiplicera ihop termer ur de tre faktorerna till pro-

I, tena: ndmligen
(a) 1, 5, 5%, 5%, 54, 55, :
(b) -2, 4, ~8, 16, —32, 64, ...
(e (5, (1), (5 (%)
VAR PN P tamotsvararlosmngarna. 0+2+2,043+1,14+142,1+241 0ch 2+1+1
d) (ETV 18y 1%y (20 ekvatmnen Y1+ y2 + y3 = 4. Och vi har vals faktorerna (z° + 2* + 22),
(d) (17)? 17} (17)? (17)’

2% +2%) och (2! +z2) si att exponenterna ar just de tal som ir tillatna

E_len for g1, ya respektive ya. ®
Ovning 6.19: Viktig! Lat A(z) och B(z) vara genererande funkt L

for taifsijd T kt; bt ' :
ner for teifbljderna {an}72o respektive {bn}Zo emipel 6.5 Kombinatorikginget har konfektkslas. Bestim antalet sitt
trdela 15 identiska konfektbitar bland tre lirare (Kimmo, Hillevi och
ontiis) givet att Kimmo vill ha hégst fom bitar och Hillevi vill ha minst fem

(a) For vilken talfdlid &r A(z) + B(z) genererande funktion?
(b) Fér vilken talfdljd &r A(z)B(z) genererande funktion?
(c} Fér vilken talfoljd &r A(2?) genererande funktion?

(d) For vilken talfsijd &r derivatan till A{x) genereranc'!g funksion? .
(e) For vilken talfdlid &r (A(m)‘— ao)/x genererande funktion? d(?i}gcrlf”‘;im;l%ama att alla variabler & ickenegativa och dessutom att
(£) ?u?kii_olr;am ott tal. For vilken talftlid & 24{z)+a-.1 genererand i 1;1for nu potensserier f6r varje lErare. Kimmo har serien

Kiz) =2 +2' + 2% 42 + 2 + o {geometrisk serie}
6

Genererande funktioner kan anvéindas till att bestimma antalet heltalslds
ningar $ill ekvationer av typen

l—2z
l—=z

Yl +Yp e byp=n t potenserna motsvarar de tinkbara antalen for Kimmo: 0,1,2,3,40ch 5.

% samma, sitt har Hillevi serien
for olika givna begrénsningar av mdjliga virden pi variablerna ;.

H'(sc) =g b2 g b = 2t R ) = 15:

Exempel 6.4 Hur méinga heltalslésningar har ekvationen . -

oy = et faktum att det inte finns mer &n 15 bitar hindrar inte Hillevi frin at
rleTiz=n Jja ka fler &n s&) medan Pontus har serien

for0<y €2, 1<y2a<3o0ch 1 <y3 <27

Svaret far vi som koefficienten framfor 2™ i produktserien

(@° 4 2t + ) (@t +2? + ) (@ + 22 =
=1 + 3% + 5¢* + 52% 4 32° + o7,

varet vi sdker dr nu koefficienten framfdr 1% i produktserien K (z)H (z) P(z),
liksom i det féregiende exemplet kommer varJe tillaten fordelning (exem-
elvis 2+ 12 + 1) att ge en motsvarande term 22 - 212 . g1 = 15,
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éﬁpel 6.6 Still upp den genererande funktionen fr antalet sitt som
kronor kan vixlas i enkronor, femkronor och tiokronor.

Ant.aie‘t véxlingar &r lika med antalet heltalslésningar till
41+ 5y + L0ys =

med: begransmngarna att alla variabler 4r ickenegativa. Vi mfor I potensse-
r for varje myntslag.-Enkronorna har serien

1
1—2z

:‘I(m);wo-%xl—i—wz-l—ms-l----:

Figur 6.1: Det hir var en av varianterng. . .

1 potenserna motsvarar de tinkbara summorna i enkronor: 0, 1, 2, 3, ste.

‘samma sitt har femkronorna serien
Om vi utvecklar produkten K (z)H (z)P(x) fir vi :

@) =l +a® + a0 g = =
1—zf 28 1 '

11—z l—ml—:zz=

K(z)H(z)P(z) = S
H (z)P(z) __a,n'tiokronorna har serien

5 11 >
= e e (Y .
(1—:{:)3 ( * )?;]( 2 )5’), (Q’:)—-’L' +$1D+$20+ m

genom att utnyttja formel 3 i tabellen med k = 2: (1—;-}—5 = 3 om s (”'2"2):1:
15_termen blir

10+2 442 12 ]
5 19,11 4 _ 15 _ k1,15
A0 (57 =[5 ()=

Dérmed & 51 svaret p& hur méinga sitt som fimms att fordela konfektbita
enlig de givna fSrutsdttningarna.

0 genererande funktionen blir nu, pé samma sitt som i tidigare exempel
oduktserien

7

1

B@F (@) (z) = =TT

~'Ovning 6.20 Stall upp den genererande funktionen for antalet sit:

att véxla n kronor i enkronor, femkronor, tiokronor och tjugolappar.
Ett alternativt sitt att {4 fram samma svar 8r ast tinka sd hir: Om Hille

ska ha minst fem bitar kan vi bérja med att ge henne fem bitar. D4 har
vi tio bitar kvar att fordela pa tre personer vilket gir att gdra pd (10;' 31“ l)_
enligt Svning 6.3. Men d4 har vi med dven de £l nir Kimmo har ftt fler
&n fem bitar. Hur ménga &r det? Vi ger helt enkelt Klmmo sex bitar. D4 har
vi fyra kvar att fordela, vilket vi kan gora pa {*3%77) sa

fordelningar miste vi dra bort, s& svaret blir (12) — (5.

Genererande funktioner dr ett sétt att slippa tinka pa de olika komblnatorzs
fallen. T gengild miste man forstas klara av kalkylen med potensserierna. R

Ovning 6.21 Still upp den genererande funktionen for antalet sitt
~att véxla n kronor i enkronor, femkronor, tiokronor och femtiodringar.

’
5/ Genererande funktioner och H{)r‘f A

 heltalspartitioner 5 VER

ltalspartitioner dr sdrskilt lmpliga att behandla med genererande funk-
Ter. Kom ihég att p(n) stér for antalet partitioner av heltalet n, det vill
shga antalet sdtt att skriva n som en summa av et antal etior, ett antal
vaor, ett antal treor, etc. Detta &r ju precis ett sddant vixlingsproblem som

Nér man har fattat galoppen kan man enkelt stlla upp genererande funkti
ner f&r liknande problem.
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behandlades i freglende avsnitt! Vi kan déirfér direkt skriva upp att den

Nu aterstar bara formella manipulationer, nimligen fériingning, férkortning
genererande funktionen fér p(n) blir

ch anvindning av konjugatregeln.

oo

2 1 1 1 1 o 1 - 1 i 1 = 1 Zk)
— - —— i
Zp(n)a:”w1_$-1Hx2-1_$3-—-_H1_$k. .I_];l—-m%—l Hl—x%@lwm%“lg(
n=>0 k=1 o ) oo
P4 samma sétt far vi genererande funktionen for antalet partitioner nir bara = H 12+ (1~ 2%)
vissa. delar &r tilldtna, exempelvis nir bara udda delar far anvindas: =, k=l
20 o0
1 i k
o oD
1 1 1 1 = I —= Tl - +25
Zp(niuddadelar)w“m -z 1-z8 1—z ' % H 1 o g2k—1" Pl
n=0 k=1 oo
— L@ +2¥),
Fenl

Ett tredje exempel &r genererande funktionen for antalet partitioner i olika
delar. Att delarna &r olika kan ocksi uttryckas som att det 3r hégst en del
av varje storlek. Vi kan alltsa ha noli eller en etta, vilket ger faktorn (1 ),

noll eller en tvéa vilket ger faktorn (1 + z2), ock si vidare. Den genererande
funktionen blir dérfor

Eri partitionsidentitet kan alltsd bevisas antingen genom en bijektion eller
genom verifikation av motsvarande identitet f6r genererande funktioner. ®

Ovning 6.22 1 ett av stegen ovan utnyttjade vi likheten

— 2 1 1 1
ﬂ=0p(n I Ollka delar)m - (1 +m)(1 T )(1 T ) k’=1(1 e )‘ k=1 1—- mzk k=1 1 mzk_l ksl 1 xk

Forstar du varfor den géller?
Partitionsidentiteter kan betraktas som identiteter mellan motsvarande ge-

nererande funktioner. I detta avenitt ska vi belysa tvi partitionsidentiteter

Exempel 6.8: MacMahons rekursion Vi har sett att den genererande
frdn denna nya synpunkt. Vi bérjar med Eulers identitet.

funktionen for partitionsfunktionen p(n) ér -2z ---. Inversen till
denna genererande funktion &r (1 —x)(1—2){1 — %) ... Detta uttryck kan

Exempel 6.7: Bulers identitet [ avsnitt 6.3.1 studerade vi Eulers identi- tolkas som. genererande funktion f8r talen

tet:

p(n | jimnt antal olika stora delar) — p(n | udda antal olika stora delar),
p(n | udda delar) = p(n | olika stora delar).

Ett sdtt att bevisa denna identitet r att bevisa den motevarande identiteten

ty minustecknen gdr att varje produkt av ett udda antal faktorer av typ
for genererande funktioner:

(—27) kommer att ge ett negativt bidrag, medan produkter av ett jimnt antal
faktorer ger ett positivt bidrag. Exempelvis fir vi koefficienten 1 — 1 = 0
Famfor 23 i utvecklingen av (1 — z)(1 — z2)(1 — 2%)---, ty det finns en
partition av 3 1 jAmnt antal olika stora delar (némligen 1+ 2 som motsvaras
av (—z*)(—%?) 1 utvecklingen) och en partition av 3 i udda antal olika stora
delar (ndmligen 3 som motsvaras av —z°).

Z p{n | udda delar)a™ = Z p{n | olika stora delar)z™.

n=0 n==()

Som vi har sett ovan kan dessa genererande funktionen uttryckas som pro-

dukter, s att vi bara har att visa foliande identitet: Enligt Eulers pentagonaltaissats (dvning 6.16) har vi

(=] oo

H Im_iﬁ:f = H(l"i-:rk),

k=1 k=1

“p(n | jimnt antal olika stora delar)
~ p(n | udda antal olika stora delar) = e(n),

© Studentlitteratur © Studentlitteratur
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- _— J—— AU

3
i
|
!
E

dir e(n) = (—1)/ om n = j(3j + 1)/2 f6r nigot heltal j, annars &r e(n) =

.6 Att 16sa rekursionsekvationer med hjilp
Nu utnyttjar vi inversegenskapen:

av genererande funktioner Th e e?D

¥ Lo ¥

o0 joe] o0 oo _

1
L= H 1~ gk H (1—2") = Zp (k)z* Z ok)z®. Je'genererande funktionerna ger oss ocksd ett alternativt verktyg for att losa
b=t b= k=0 k=0 eleursionsekvationer (se kapitel 4.2}. Vi demonstrerar hur man anviinder det

8 rekursionsekvationen i exempel 4.4 p4 sidan 77, eftersom vi dir redan ves

-54 svaret ska bi. L SE oA R AT e

Fér alla n > 1 kommier alltss koefficienten framfer 7 att vara noll i produk-
- ten i hogerledet, det vill sige :

p(n)e(0) 4+ p(n — Lye(1) +--- -|—-_'p(0)e(n) = 0. Vietod 6.1: Rekursionsekvation Vi vill 16sa nedanstiende ckvation: -

Genom att sitta in de kinda virdena pa 2lla e(k) far vi ut Bulers rekursion::

)Ly == 0

| Gnpr = 8 + 9 - 1071
p(n) =pln—1) +p(n - 2) —p(n~5) —p(n - 7) kvationen &r ju i sjélva verket en oindlig rad av ekvationer. Vi skriver upp
+p{n —12) + p{n — 15) — p{n — 22) —p(n—~28)+... Brja.n pa listan, och multiplicerar sedan den &versta ekvationen med z?,
fista med %, och s& vidare:
dir de allminna termerna ges av (~1)"p(n — m(3m — 1)/2) och

(~1)""Tp(n — m(3m + 1)/2) for positiva heltal m. Vi har dirmed bevisat‘_": ag = 8ay +9 - 10° an%® = 8agz? + 9 - 10%2
sats 6.2. I:: as = 8ag + 9 - 10* (3';3.’)33 e 80}223 +9- 10122

. : g = 102 4 = 8agz® + 9 - 10724
Ovning 6.23 Skriv upp den genererande funktionen fir foliande tal- 84 = 805 +9-10 a4$5 ¢ 5 a s
falider (n =0,1,2,...): as = Bag +9 - 10° a2’ = 8agzr® +9- 0%
(2) p(n | alla delar < m) s+ Po=oF

(b) p(n | hdgst m delar) Om vi sedan summerar kolumnerna far vi:

o [ae]
(¢} p{n | hogst m delar av varje storlek) _ Z Anz™ = Z(Sanm”+l +9- 10" gt
n=2 el

@vning 6.24 Bevisa med hjilp av genererande funktioner partitions

Vi stidar i summanstrycken:
identiteten

o0 =] oo .
VL = Zanmn = Z anz™ } + (agzt — agat) = Z onE" — a1z

n=2 =2 n=1

p(n | hogst m — 1 delar av varje storlek) =

= p(n | ingen del delbar med m).

o
HL = Y (Sanae™! +9. 1071z 1)
Ovning 6.25: Viktig!

n=1
=] oo ,
(a) Visaatt (14+2)(1+22)(1 4+ 29 (L +2%) .- = = = 8rana™ + Z 9z2 . 10Tzt
=1 n=1
(b) For vilken typ av partitioner av n &r (1+:x) (I+z?) (1424 (1428) - . "

genererande funktion?

8z Z anx™ + 9z* Z(lﬂx)”
n=1

=)
(¢) Vilken slutsats kan du dra om antalet av partitioner av n av denna "

typ? ) .
(1407 re T

£
~

oo
2
= 8z Z anx™ + 9z
I 1—10z
n=1
© Studentlitteratur
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Om vi nu kallar 3777, a,,2" for A(x), samt sitter in virdet P4 a1 har vi Exempel 6.9 Vi kan exempelvis betrakta det hir problemet:

AR

2
A{QS) —0= SxA(w) + Tg% Gn == %an"‘l + %b -1
- b = $bp_1 + tan1 Fven
vilket efter ytterligare stidning ger ap=1
by =0

1
(1-10z)(1 — 8x)

1
2_—_—_—
T 10z

(1-8z)A(xz) =9 = Alz) =92?

Om vi multiplicerar de olika: ekvationerna med limpliga potenser av x och

Med hjélp av partialbréksuppdeining (fsrhoppningsvis kins fran négon anran summerar fix vi (efter ltt uppstédning)

kurs} kan vi skriva om braket, och far da o o i
2 1 1
. 5 “ Z anpx” = gm Z Gpo1Z - ga: Z by_1z™
A(QZ) = Qg - n=1 n=]1 nml
110z HE oA 9 oQ 1 o]
bz ==z Y byt 42z Y g, 1zttt
Nu tar vi detta nya uttryck och skriver som summor igen. ,; " 3 ,; n 3 ; i

§6m, om. vi sétter in att A(z) &r den genererande funktionen for {a,}%2 ; och
B{z) &r den genererande funktionen for {5,152, ger oss

i anx™ = 9z° (5 i(lﬂm)n —4 i(gm)n)
n=]

na( s}

Sitter vi in a1 = 0 samt multiplicerar in z2 fir vi Al@) — ag = E TA(z) + I zB(z) (3 — 22)A(x) — 2Blz) = 3
=

3 3
Z apz” = 9 2(5 210777 — 4. g yn Blz) — by = %mB{m) + -;—’:cA(x) zA(x) — (3 —22)B(z) =0
n=2 =2

och parar vi ihop koefficienter framfér motsvarande potenser av z har vi o
Det hér &r ett linjirt ekvationssystem, med de tvs obekanta A(z) och B(z),

och kan 18sas som et shdant (frslagsvis med hidlp av Cramers regel, om den

U =9(5-10"% —4.8"2) = S-9-(10“—1 — 8™
2 ar bekant). Det ger

Det hir &r samma svar som vi fick d4 vi ldste ekvationen forra gangen, men

utrédkningen ser verkligen helt annorlunda ut! Férdelen med den hir metoden Az) = ~3(3 — 2z) - S—32z
var att vi slapp forsdka hitta p& en limplig ansats for partikulsridsningen, ~(B—-22)2 422 (z-3)(xz-1)
nackdelen att vi maste klara att g& mellan summor och funktioner. Vilketders @ P z

Bz

som &r svirast beror mycket pa hur problemet ser ut; lyckas man inte pi ena’ = B2z 1 o2 = Z-3(z—1)

sédttet kan det vara viirt att forsdka det andra. ) _
vilket kan partialbriksuppdelas till

Ovning 6.26 L&s nagra av rekursionsekvationerna, i avsnitt 4.2 med:
den hir raetoden istéllet. * ~3/2 /g 1f2 1f2
en hir metoden istélle Al) = 2 1 __ Y n /
z—3 -1 1l-—2/ 1-—2z

3/2 Yo 12 /2
B@)=g3-5o1= -k 1=z

Med hjélp av genererande funktioner kan vi ocksé angripa mer komplicerade
rekursionsproblem, exempelvis system av rekursionsekvationer.
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Aterskrivning till summor ger

Ovning 6.27 Forssk att 18sa detta problem pa nigot annat sitt.

@vning 6.28 Los foljande system av rekursionsekvationer:

Oy = 20y + 2bp—1 ag=3
by, = —tp—1 + 8bp—1 bg =2

! kommer i kapitel 7.3.

6.7 Exponentiella genererande funktioner
TOA D

Exempel 6.10 Hur manga stréngar pa fyra bokstiver kan man bilds ur

alfabetet {a, b, ¢, d} om det ska vara ett jimnt antal o, hogst tre b och ett
udda antal ¢?

Den hér frigan kombinerar tva problem: pd hur mainga sitt kan man +a
ut bokstéver enligs specifikationerna, och Pé bar ménga, sitt kan man sedan
ordna dem? Den férsta frigan kan vi enkelt besvara med hjilp av genererande
funktioner, ty svaret r ju koefficienten framfar z* i uttrycket

(@ +2? 42" (@0 + ' 4 22+ %) (! + )@+ 2t + 2?2 o) =

' =z +22% + 523 4 8z 4 . ..

De &tta séitten &r cddd, ceed, bedd, beee, bbed, bbbe, aacd och aabe.
Men p& hur manga sitt kan de utvalda bokstéverna sedan ordnas? Det kan
vi rdkna ut med hjjlp av multinomialkoefficienter, Exempelvis ir antalet

© Studentlitteratur

A(m): Ei(f)”+iixﬂ
2 3 2
s n=0
B =23 @iy e
) 3 2
n=0 m==0
vilket ger
_ 111
= 3Ty
B
b _~_E.3+1
R TR

Ett annat intressant exempel pa I6sning av en komplicerad rekursionsekvation

att att ordna fyra symboler, varav tva av en sort och en av tvi andra (som
bbed), lika med multinomialtales

o 4 4!
e =2

:(2,1, 1) 21!l
m vi berdknar motsvarande tal f6r samsliga bokstavsval far vi

f 4 4 4 4

(1,3) * (3, 1) * (1,1,2) " (1, y
4 4 4 4 ) 3
- (2,1,1) + (3,1) * (2,1,1) + (2,1,1

=4+4+12+44+12+4412+12=64 B

iska nu se att det gr att modifiera metoden med genererande funktioner s_a_é
£t den réknar ut dessa multinomialtal. Det verktyg vi ska anvinda kallas for

‘den exponentiella genererande funktionen (eng. exponential generating

fanction) for en talfoljd. For talfsliden {an}22,, definieras den exponentiella
enererande funktionen som

S 0 1 2 g n
z by T
GD“O—]~{~651“‘1-|-+&2§T+---- E anT-
’ : i ne=0

alet a, 1 talitljden aterfinns alltsé som koefficient framfor ="/l

m vi 1 exemplet ovan anvinder de exponentiella genererande funktionerna
for taifoljderna som beskriver det tilldtna antalet av de olika hokstiverna f&r

2t 22 2t 2 2t g2 .'1:_3

'(EJ’ETJFE T tata
N A R R
'(F+”3’i“) ot Tt T

1 1 L,
:---+(0!011531+0501311!+01111121 OTTI3101

SESIE SR )

oI T AT

R
4 4 4 4
="'+(i!—m+§m+—“""‘uum+ﬁ
41 4 4 4N 2t
Tomn TED T oo o o T

i ser att koefficienten framfér =*/a1 81 just det efterstkta talet! Med expo-

‘nentiella genererande funktioner far vi in alla fakulteterna automatisks.
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Exempel 6.11 Hur méinga olika strdngar med tre symboler kan bildas a . s
o " .. " 2,2 3 n
bokstiverna B och C om det far vara higst tre B och higst tva C? 6" =14 opiC 518 " C; g = Z cn$_$
Vi séitter upp de exponentielia genererande funktionerna for tillatna antal a 2 n=0 )
Boch C 2 3 &0 n
T b z
P R S D gl g2 e =1l —ot 5 T3 T *Z(“U”H
o T terty) BrBoh {4+ 4 E Y mrc ) n=0
0! 2t g 0] | oo 2
et +e % z? et 4t — z"
Produkten av dessa exponentiella genererande funktioner blir 3 =145+ T % (2n)!
z0 rl 722 72 3 3 x4 zt 0 = = 3 5 - o0 2n4+1
= o e —_— e E — e T z
OIO!+21!0!+22!O!+1I1!+22!1I+3!0!+2!2!+3!1!+3!22' —— =z+ gttt Z(zn+1)‘
Nu skriver vi om detta uttryck till formen av exponentiell genererande funk. =
tion genom att frlinga varie z%-term med k! 3 béde t4ljare och ndmnare:

Tabell 6.2: Niagro ofta anvinda exponenticlla genererande funktioner.

ol z° 1 gt 2! 21\ 2
ﬁz_m'o_!”m'i'?"*(ziﬁ*iz_u)i

3! 31N 28 41 4h Yzt 5l ogS

+ (2ﬁ+§fb‘!) EI (5’:‘5%&)&?4’5&75-
Koeflicienten framfsr %«? ar (2-2% + g%) = 2:8+1 = 7 vilket ocksi &r svaret
pd antalet olika stringar av tre symboler som kan bildas med hégst tre B ochi
hégst tva C. Termerna motsvarar ju némligen de tinkbara fallen: av tva C

och eft B eller av ett C och tv& B kan 25% strangar bildas och av tre B och
noll G kan ¥ stringar bildas.

D4 5r koefficienten ay lika med antalet olika stringar av langd k:‘av de n oli-
ka sorters symbolerna, dir varje sorts symbol forekommer et tillatet ant

Namnet exponentiel]l genererande funktion kommer sig av aft exponential-
fimktionen e® &r exponentiell genererande funktion il talfdljden 1,1,1,1,...:

Kombinatoriskt hade naturligtvis vi kunnat f& fram svaret genom att rékna

2 3 S
z z x
ut att det finns 2% = § trebokstavsstringar av B och C, varav en (CCC) inte &=1+z+ a1 + El o= Zo ‘nl”
&r tilldten. Aterstar sju. B =

vilket man 1att far fram med Taylors formel. Detta &r ett samband man
maste kinna $ill for att kunna utnyttja den fulla styrkan av exponentlellza:
genererande funktioner. Ur denna formel kan vi ocksé hérleda formlerna i
tabell 6.2.

Principen som vi har anviint ; exerplet ovan kan formaliseras i en sats. Be-
viset limnas som dvning.

Sats 6.7 Anta att vi har n olika sorters symboler. Lat M; C N vara ming-
den av tillitna antal av symbol nr ¢ fér 4 = 1,..., n. Definiera motsvarande
exponentiella genererande funktioner genom
%
T
slwy= 3 2.

keM;

Eﬁempel 6.12 Hur manga olika stringar av lingd k kan bildas med boksti-
verna A, K och P om vi kréver att stringarna innehaller ett jimnt antal A,
¢tt jimnt antal K och ett udda antal P?

Beteckna svaret med ay. Enligt satsen kan vi direkt skriva upp den exponen-

tiella genererande funktionen fér dessa antal:
Rikna ut produkten av alla dessa uttryck, g1(z) - - gn(z), och sitt upp den

pé formen

oo -
ZG’;;@‘E‘I.

k=0

3 5

=
ET—{__E)—?-'_)

© k 4
& x T 2
Zakkz =Qrgg e Ses
=0

Enligt, formlerna i tabell 6.2 kan vi skriva om den exponentiella genererande

dentlitteratur
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funktionen ill

2 —-=\2 /oo m
(e —;e ) (e 28 ):é(e‘%—i—e”——e“m—e"%).

Vart sista steg blir att skriva, om detta uttryck ps form av exponentiell ge-
nererande funktion igen: '

- {d) Ge en enkel forklaring till att de tva olika uttryck f?r ag som du
' har fatt fram 1 de tva uppgifterna ovan ger samma vérde.

Ovning 6.31 Bevisa sats 6.7.

=1 z*
21— (1) - (9

Vikan nu se att det blir tvA fall. For jimna k &r ag = (3% +1-1-3%) =
For udda k r ap = 3(8% + 1 4+ 1+ 3% = (3% 4 1). Exempelvis far
18341 = 1.28=7 stringar av lingd k = 3 med jimnt antal A och K och’
udda antal P, nimligen AAP, APA, PAA, KKP, KPK, PKK och PPP.

ar klart oldsligt for jamna antal bokstiver. For udda antal bokstiver finns
det 3" ord totalt. Ungefir hilften av dem borde ha ett Amnt antal A {och

andra hilften ett udda antal), ungefsr hilften borde ha et jAmnt antal P
Svaret borde alltsi vara i storleksordningen 37/4
med utrdkningen.

@vning 6.29 Finn enkla uttryck fr de e}iponentiella genererande funk
tionerna fr f5ljande talfsljder {ar}g2,:

(a) ap =kl for alla & > 0.

(b) as =0, ap=1fdralla k> 1.

(€) ax r antalet sitt att légga upp en 61jd av & kort ur en kortlek
med 52 kort, for k > 0.

@vning 6.30 L4t ap, vara antalet binira stréngar av lingd % som in-
nehaller ett jimnt antal nollor och ett udda antal ettor.

(a) Forssk uppskatta vad svaret Pé ett ungefir borde bii.

{(b) Bestim ett uttryck f6r ay med hjdlp av exponentiella genererande’
funktioner.

(¢} Férklara kombinatoriskt varfor oy = 0 for jimna k medan

(-0 -£0

n==()
16r udda k.
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4,2.3 FEtt l#ngre genomriknat exempel

S mETID 6]
- Rekursionsekvasioner dyker inte bara upp 1 algoritmanalys, vtan &r viktiga
‘i alla sorters kombinatoriska situationer. Hir foljer ett lingre genomrilmat

“exempel som tar upp alit fran hur man stilier upp en rekursionsekvation till
‘hur man kan tolka resultatet.

Exempel 4.4: Tul med udda antal nollor Hur stor andel av de (deci-
- malt skrivna) positiva heltalen med n siffror har ett udda antal nollor?

53Hypotes. 5S4 dAr pa rak arm skulle man vl gissa pa ungefir hélften. (And-
7a halften skulle da ha et jémnt antal.)

:_.'Test av hypotesen. Det finns sammanlagt 9 ta] med'en enda siffra (talen
1-9, néirmare bestim?t). De innehaller samitlige noll stycken nolior, vill siga
ett jAmnt antal. 0 % var det alltsd hir som hade ett udda antal nollor,

“Det finms 90 tal med tva siifror {10-99). Av dem har 10, 20, ..., 90 (det vill
séga 9 st) ett udda antal nollor. Det ger 10 %.

Det finns 900 tresiffriga tzl. 18 av talen i vart och et av de 9 kundratal-

‘sinfervellen har en nolla, Bvriga har ingen eller tvi.-Det ger en andel i
162/900 = 18 %.

Hypotesen stémde alltsa inte s3 valdigh bra s& hér for laga vérden pa n, men
-man ken ju hoppas att det £5r stora n bérjar nirma sig 50 %.

Uppstéllande av rekursivt samband. Vi boriar med att farstka berikna
antalet tal med léngden n och ett udda antal nollor. Det maste vara ett heltal,
vilka &r betydligt léttare att hantera &n brak, och har man bara antalet 54
ir det sedan ingen konst att berikna andelen.

Vikallar antalet tal med n siffror och ett udda antal nollor 18r 0. Vihar redan
konstaterat att a; = 0. Om vi vill konstruers ett tal med s8g n + 1 stycken
siffror och ett udda antal nollor kan vi antingen haka pad nigon av siffrorna
1-9 pé ett tal med n siffror och udda antal nollez, eller haka pa en nolla pa
ett tal med n siffror och jamnt antal nollor. Nagot tilidtet tal som inte gir att
dstadkomma med ndgon av dessa mandvrar finns inte, och Inget tal gar att
&stadkomma pé tva olika sitt. (Det &r de tva villkor man méste kontrollera
att &r uppiyllda. Allt ska g att Astadkomma, pa ett och endast ett sétt.) Det
finns a,, "udda-nolliga” tal att utgd fran. Resterande n-siffriga tal maste ha
ett jimnt antal nollor. Eftersom det finns 9. 1071 &t n-siffriga tal totalt sett

méste 9- 10" — g, av dem ha ett Jamns$ antal nollor. Sétter vi thop denna
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78 4.2. LINJARA REKURSIONSEKVATIONER,

information far vi rekursionsekvationen

ay == 0
Ont1 = 9a, + (91071 — )
= 8a, + 91071 )




