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Dagens foreldsning

® Diskreta stokastiska variabler
— Bernoulliférdelning

Binomialférdelning

— Geometrisk fordelning

— Negativ binomialférdelning

— Hypergeometrisk férdelning

— Poissonférdelning

o Kontinuerliga stokastiska variabler
— Likformig férdelning

Normalférdelning

— Gamma-fordelning

Exponentialférdelning

x>-fordelning
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Binomialférdelning

Anta att X &r antalet lyckade forsdk av totalt n. Anta att forsoken ar
identiska, oberoende av varandra, och lyckas med sannolikhet p.

/
A~ 5\ A~
0 1 1 2 1 2

D3 &r X binomialférdelad med parametrar n och p (vi skriver X ~ bin(p)) och
motsvarande sannolikhetsfunktion &r

n

f(k)=P(X =k) = <k>pk(1 -p)" % ke{0,1,...,n}.
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Geometrisk fordelning

Anta att X beskriver antalet gnger vi behdver upprepa / \.
ett forsok tills det lyckas. Anta att férsoken ar identiska, / \
oberoende av varandra, och lyckas med sannolikhet p. /\

N

D3 har X en geometrisk férdelning med parameter p (vi skriver X ~ geom(p)),
och motsvarande sannolikhetsfunktion ges av

fk)y=P(X=k)=01-p) " 'p, k>1
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Negativ binomialfordelning

Anta att X beskriver antalet génger vi behdver upprepa ett forsok tills r forsok
har lyckats. Anta att forsoken ar identiska, oberoende av varandra, och lyckas
med sannolikhet p.

D3 har X en negativ binomialférdelning med parametrar r och p, (vi skriver
X sin NB(r, p)) och motsvarande sannolikhetsfunktion ges av

k—1

J(k) = P(X = k) = <r_1

o e
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Negativ binomialférdelning
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F(k) = P(X < k)
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Negativ binomialfordelning

Om X ~ NB(r,p) s& kan vi skriva

X:X1+"'+X'r>

dir X1,..., X, 3r oberoende stokastiska variable med férdelning geom(p).
Allts3 ar
1 1 T
[E[X} ZE[X1+"'+X7~]= 44 D=
p p p

och

Ele"™] = E[e"C+ )] = E[eX1] . Ble] = (ﬁ)
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Negativ binomialfordelning

Antag att vi kastar en tirning.

1. Vad &r sannolikheten att vi far en sexa forst pd det tredje kastet?

N

Vad ar sannolikheten att vi p3 det &ttonde kastet far v&r andra sexa?
Vad &r sannolikheten att vi fatt exakt tvé sexor efter &tta kast?

Vad ar vantevardet och variansen av antalet kast som behdvs for att
fa tvad sexor?
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Hypergeometrisk férdelning

Antag att vi har NV objekt, varav  har en egenskap vi ar intresserade av.

Vi valjer n objekt slumpmadssigt utan dterldggning och Iater X vara
antalet av de valda objekten som har egenskapen.

ol

D& har X en hypergeometrisk fordelning med parametrar N, n och p,
och motsvarande sannolikhetsfunktion ges av

(i) (i)
()

Obs! Om vi lagger tillbaka objekten blir X ~ bin(n,r/N).
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Hypergeometrisk férdelning

(k)= P(X = k) =

Vantevarde och varians
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Hypergeometrisk férdelning

Antag att man har testat en grupp med 20 personer fér SARS-Cov-2, och
att 5 av dem hade ett positivt testresultat. Antag att 6 slumpvis valda
personer ur gruppen traffas pd ett kafe, och 18t X vara antalet bland dem
har viruset.

1. Bestam sannolikhetsfunktionen till X.
2. Berdkna vantevarde och varians till X.

3. Berdkna sannolikheten att man en av de som traffas har viruset.
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Poissonfordelning

Poissonférdelningen riaknar antalet handelser X som intraffar under ett
tidsintervall om de intraffar oberoende av varandra, om det forvantade
antalet handelser A > 0 &r kant.

Om n &r stort och np = A, sé& borde vi ha X =~ bin(n, p), dvs
X =~ bin(n, A/n), s&

k
POC= 1)~ () OV (1= )= o e (= )
AE L A ek
Sannolikhetsfunktionen fér en Poissonfordelning ges allts3 av
—AAk
f(z) = o ke{1,2,...}

A beskriver antalet handelser per tidsenhet, och kallas ocksa for
intensiteten for X. Vi skriver X ~ Poisson(\).
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Poissonférdelning
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Vantevadrde, varians och momentgenerande function

E[X] =\, Var(X)=\ och mx(t) =e D
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Poissonférdelning
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Vantevarde, varians och momentgenerande function

E[X]=A, Var(X)=X och mx(t)= eAe'=1)
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Poissonférdelning
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Vantevarde, varians och momentgenerande function

E[X]=A, Var(X)=X och mx(t)= eAe'=1)
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Poissonférdelning
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Vantevarde, varians och momentgenerande function

E[X]=A, Var(X)=X och mx(t)= eAe'=1)
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Poissonférdelning
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Vantevarde, varians och momentgenerande function

E[X]=A, Var(X)=X och mx(t)= eAe'=1)
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Poissonfordelning

Poissonfdérdelningen riaknar antalet hindelser X som intraffar under ett
tidsintervall om de intraffar oberoende av varandra, om det férvantade
antalet handelser A > 0 ar kant.

= X1 + X2 ~ Poisson(A; + A2).

X1 ~ Poisson(Aq)
X5 ~ Poisson(Az)
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Poissonfordelning

L&t X vara antalet tryckfel per sida om i en bok med i snitt 3 fel per
sida. Antal att tryckfel hinder oberoende av varandra.
1. Berdkna sannolikheten att en slumpvist vald sida inneh&ller minst ett
tryckfel.
2. Var &r sannolikheten att tvd slumpvist valda sidor tillsammans har
fler an &tta tryckfel?
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Exponentialférdelning

Anta att antalet handelser i intervallet [0, 1] & X ~ Poisson(\). Lat T'
vara tiden vi far vanta tills ndgonting hander.

Lat ¢t > 0 och &t X, vara antalet handelser i intervallet [0,¢]. D& &r
X; ~ Poisson(At).

Vi far

Vi sager att T' &r exponentialférdelad med parameter A och skriver
T ~ exp(A).
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Exponentialférdelning

Fordelningsfunktion och tdthetsfunktion

Ft)=P(T<t)=1-—¢e* och f(t)=F(t)=X e, t>0.

Vantevadrde, varians och momentgenererande funktion

E[T] = l Var(T) = i = ﬁ

X e och myp(t)
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Exponentialférdelning

P(T>s+tochT >t P(T>s+t
P st x>0 = PT > D) = %@>n)
e—)\(s+t)

_7:€_AS:P(T25).
Om X ~ Poisson()), X ~ Poisson(At), och Th,T5, -+ ~ exp()\) s& ar
P(Tl >t):P(Xt:0)
P(X<k)=P(Ti+-+Tp <1)

Mangden {T1,T1 + T>,T1 + 1> + T3, ... } kallas for en Poissonprocess med
intensitet \.
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Exponentialférdelning

Anta att antalet studenter som besdker kurshemsidan under en dag kan
beskrivas med en Poissonférdelning, och att i snitt 30 studenter bescker
kurshemsidan per timme. Vad ar sannolikheten att det dréjer minst fem
minuter innan ndgon student besdker kurshemsidan?
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x2-férdelning

Om X1,..., X, ~ N(0,1) &r oberoende, s& sigs Y = X7 +--- + X2 ha
en x2-fordelning med n-frihetsgrader, och vi skriver Y ~ 2.

EY]=EX2+ - + X2 =E[X+ - +EX3 =n-1=n

n

Var(Y) = Var(X{ + -+ + X2) = Var(X?) + - - - + Var(X2)
=nVar(X7) = n(E[X*] - E[X?]*) =n(3-1) =2n

Tabell IV p& sidan 695-696 ger numeriska varden till
fordelningsfunktionen F(z) for x2-fordelningen med olika antal
frihetsgrader.
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Gamma-fordelning

Gamma-funktionen ar funktionen

Man kan kontrollera att
e I(1)=1
* I'a)=(a— 1T (a—1)
® I'(n) = (n — 1)! for heltal n.
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Gamma-fordelning

Slumpvariabeln X med tithetsfunktion
xa—le—x/ﬂ
L(a)p>

sags vara I'-fordelad med parametrar o, 8 > 0. Vi skriver X ~ I'(«, ).
Om X ~T'(a, B) sd ar

x>0

fz) =

E[X] =aB, Var(X)=aB?* och mx(t)=(1—pt)"“

® Oma=1och f=1/Asdar'(1,1/)) = exp(A)

® Oma=n/2och 3=2s83r'(n/2,2) = x2
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Sammanfattning

X1+t X

geom (p) P NB(r, p) unif(a, b)
r=1
min{k: X} =1} min{k: 2;?:1 Xy =7}
e Cax lim —X—=np 2 2
14t Xn nB np(i—p) X4+ x2
bernoulli(p) T bin(n,p) N(0, 1) o2
n=1
p=XA/n,n — ool
Poisson(\) (e, B) = (n/2,2)

number of events time until
in unit interval first event

(a,8) = (1,1/X)
hypergeom(N, 7, n) exp(A) I(a, B)
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