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Stokastiska variabler

En stokastisk variabel X (slumpvariabel, random variable) &r en funktion
som for varje utfall i ett slumpmissigt forsok antar ett reellt tal, dvs.
X:Q—-R

En stokastisk variabel som antar ett dndligt eller uppredkneligt (ex. Z)
antal varden kallas for en diskret stokastisk variabel.

Ens stokastisk variabel som kan anta alla vérden i ett intervall (i R) kallas
for en kontinuerlig stokastisk variabel.
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Tathetsfunktion

Om f: R — Ry &r en funktion sddan att

P(agXSb)—/bf(:c)d:L’

sa kallas f for tithetsfunktionen (density function, probability density
function, pdf) till (fordelningen av)X.

OmacRs3ar

P(X:a,):P(a,SXSa):/af(x)d:r:O

ochoma<b

Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<Db)
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Tathetsfunktion och férdelningsfunktion

En funktion f: R — R &r en tathetsfunktion om och endast om
1. f(xz) >0 for alla x € R, och

2. [ f()ydt=1

Motsvarande foérdelningsfunktion definieras som

F(z)=P(X <z) = [ F(t) dt.
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Tathetsfunktion och férdelningsfunktion

L&t X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

322 omO0<z<1
f(z) = {
0 annars.

Bestam F'(z) och berdkna P(0.1 < X < 0.8).
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Tathetsfunktion och férdelningsfunktion

Visa att om a < b s& ar funktionen

f(x):{l/(ba) oma<z<b

0 annars

en tathetsfunktion.
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Likformig fordelning

Om en slumpvariabel X har tathetsfunktion

f(x):{l/(b_a) oma<z<b

0 annars

s& sdgs X vara likformigt fordelad p& intervallet (a, b).
Vi skriver X ~ unif(a,b).
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Vantevarde, varians, standardavvikelse
L&t X vara en kontinuerlig stokastisk variabel ned tathetsfunktion f.

Vintevirdet av X ges av
u = E[X] :/x~f(x)dx
R
Om h: R — R s3 definieras

E[/(X)] = / h(z) - f(x) dx

R

Variansen och vantevardet definieras precis som for diskreta stokastiska
variabler, dvs.

Var(X) = E[(X - )?] = E[X?] ~ E[X]?

och
o = +/Var(X)

Réknereglerna &r samma som i det diskreta fallet.
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Normalfordelning

Om p € R och o > 0 och en kontinuerlig stokastisk variabel X har

tathetsfunktion ) ,
_(@-w)
fla) = S

V2mo?

s& dr X normalférdelad med parametrar p och o. Vi skriver
X ~ N(p,0?).
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Normalférdelning




Normalférdelning
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Normalférdelning

/’




Normalfordelning

Om Z ~ N(0,1) s& sdgs Z ha en standard normalférdelning.

For en standard normalférdelning ar

fo) = e %

Man skriver ofta Z istillet for X om Z ~ N(0,1) for att man ofta
hanterar en annan stokastisk variabel X ~ N(u, o) samtidigt.
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Normalfordelning

Det finns ingen sluten form for sannolikhetsfunktionen F' till
Z ~ N(0,1). Istéllet hittar man vérden for F(z) i en tabell (Tabell V, s.
697-698 i boken).

Ofta skriver man ®(z) istéllet fér F(x) nir X ~ N(0,1).

Négra vanliga varden ar

®(0)=P(Z<0)=05
®(1) = P(Z < 1) = 0.841345
®(2) = P(Z < 2) = 0.97725
®(3) = P(Z < 3) = 0.99865

o P(-1<Z<1)=0.68269
o P(—2< Z<2)=097725
o P(-3< Z<3)=0.99865
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

L L .
5 10 15

X ~ bin(n, p)
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

X ~ bin(n, p) Y ~N( , )
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

0.20 020
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 005
L L L] - L L
5 10 15 5 10 15
X ~ bin(n, p) Y ~ N(np,np(1 —p))
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

014 0.14
0.12 0.12
0.10 0.10
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
. [ ! ?. . .
5 10 15 20 25 30 10 20 30
X ~ bin(n, p) Y ~ N(np,np(1 - p))
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

0.10 010
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
0 E 50 60 20 %0 60
X ~ bin(n, p) Y ~ N(np,np(1 — p))
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Normalférdelning som en approximation till

binomialfordelning

10 20 30 40 50 60 2‘0 40 6‘0

X ~ bin(n, p) Y ~ N (np,np(1 — p))

— Om n ar vildigt stort s& kan X approximeras med
Y ~ N(np,np(1 - p)).
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

0.25- /

Heltalskorrigering
Normalférdelnignen 3r kontinuerlig medan binomialférdelningen ar diskret. Man
approximerar darfor ofta

P(X <2)~P(Y <z +1/2)

och
PX<z)=PX<z-1)=PY <z-1/2)
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Normalférdelning som en approximation till
binomialfordelning

Hur stort blir felet? Hur stort stickprov behévs?

0.010

120
0.008
100

0.006 .,

oue,
s, 60
-‘-""~~...~.___
v

0.002 40
20
0.000 . .
0 20 40 60 80 100 0.2 04 0.6 0.8 1.0
max _|P(X <k)— P(Y <k)| max(5/p,5/(1 — p))
ke{0,...,n}
Tumregel

Approximationen kan anvandas om np > 5 och n(1 — p) > 5.
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Transformationer av kontinuerliga stokastiska variabler

Anta att X ar en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion fx.
Anta att A: R — R &r strdngt monoton och deriverbar, och 15t

Y = h(X). D3 &r Y en kontinuerlig stokastisk variabel med
tathetsfunktion

fy () = fx(h ) - (k) (v).

Bevis:
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Transformationer av kontinuerliga stokastiska variabler

L&t X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion
fx(z), och 18t Y = aX + b for ndgra a # 0 och b € R. D& ar
h(z) = az + b och h™1(y) = (y — b)/a, sa enligt satsen ir

Fr (o) = Fx (7 ) - (07 ) = £ (E2) L.

a a
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Transformationer av kontinuerliga stokastiska variabler

Om X ~ N(p,0) ochY = 2-£ sadra=1 ochb=—£, savifar
. (y—(=p/o) o _
1 _ oytp)—m? 1 2
= [ 202 -0 = e 2 5
V2ro? V2

dvs. Y ~ N(0,1).
Obs! Om X ~ N(u,0) sé& beror P(X < p+ ko) alltsd bara p& k.
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Normalfordelning

Lat X ~ N(12,2?) och Z ~ N(0,1). D4 &r

P(X§13):P(X;12§13;12):P<Z§13;12)

1
- <) = —0.
P(Z < 2) ®(1/2) = 0.691462

enligt tabell.

P(X >13)=1— P(X < 13) = 1 — 0.691462 = 0.308538

P(X<11):P(Z§ 11_12) :P(Zg—%) :P(ZZ %)

) =1-®(1/2) =1 — 0.691462 = 0.308538

pof —

=1 —P(Zg
och

P(11 < X < 13) = P(X < 13) — P(X < 11) = 0.691462 — 0.308538
= 0.382925
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