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Dagens foreldsning

® Flerdimensionella stokastiska variabler
® Marginalfordelning
e Kovarians och korrelation
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Tvadimensionella stokastiska variabler

En tvadimensionell stokastisk variabel (X,Y") &r ett par av tva
stokastiska variabler X och Y som &r definierade p& samma utfallsrum.
Ofta ar X och Y into oberoende.
En tvddimensionell stokastisk variabel sigs vara

® diskret om X och Y b&da ar diskreta, och

® kontinuerlig om bdde X och Y &r kontinuerliga.
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Diskreta tvadimensionella stokastiska variabler
Antag att X,Y: Q — R &r diskreta slumpvariabler.

Sannolikhetsfunktionen fxy till den tvddimensionella stokastiska
variabeln (X,Y) ges av

fXYZP(X:%Y:y)» JT,yGR

Precis som tidigare ir fxy : R — R en sannolikhetsfunktion om och
endast om
® fxy(x,y) >0 foralla (z,y € R, och

® D sex(@) yev(o) [xy(z,y) =1

Férdelningsfunktionen fxy till den tvddimensionella stokastiska variabeln
(X,Y) ges av

Flr,y) =P(X <2, Y <y) =Y Y P(X =i, Y =j)=> > i)

i<w j<y 1<w j<y
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Diskreta tvaddimensionella stokastiska variabler

Lat X vara midngd regn som férvintas under dagen (enligt morgonens
vdderprognos, mitt i cm), och Y antal studenter (av totalt 4) som tar
med ett paraply. Anta att alla sannolikheter fxy (x,y) ges av tabellen:

0 1 2 3 4

Ocm 04 0.1 0 0 0
lem 0.2 0.05 0.04 0.01 0
2cm 0.05 0.05 0.02 0.02 0.01
3cm 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01

D3 blir

F(1,2)=P(X <1,Y <2)
=P(X=0,Y=0+P(X=0,Y=1)4+P(X=0,Y =2)
+P(X=1,Y=0+P(X=1,Y=1)+P(X=1Y=2)
=0.04+0.1+0+0.240.05+ 0.04 = 0.43
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Diskreta tvaddimensionella stokastiska variabler

Antag att X,Y: Q — R &r diskreta slumpvariabler med gemensam

sannolikhetsfunktion fxvy.

De marginella sannolikhetsfunktionerna for X och Y ges av

fx(@)=P(X=2)= ) PX=u = > flxy)
yEY (Q) yeY ()

Ky =PY =y)= > PX=zY=y = > [y
zEX ()
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Diskreta tvaddimensionella stokastiska variabler

L&t X vara midngd regn som férvintas under dagen (enligt morgonens
vdderprognos, mitt i cm), och Y antal studenter (av totalt 4) som tar
med ett paraply. Anta att alla sannolikheter fxy (x,y) ges av tabellen:

0 1 2 3 4 | fx

Ocm 04 0.1 0 0 0 0.5
lem 0.2 0.05 0.04 0.01 0 0.3
2cm 0.05 0.05 0.02 0.02 0.01|0.15
3cm 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01|0.05

fyr 066 0.21 0.07 0.04 0.02| 1
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Kontinuerliga tvaddimensionella stokastiska variabler
Antag att X,Y: Q — R ar kontinuerliga slumpvariabler.

En funktion fxy som uppfyller

* fxy(z,y) >0 forallaz,yeR,

o JJ fxv(x,y) =1

e Pla<X <be<y<d=["["f(a,y) dedy
kallas for en tathetsfunktion till (X,Y).

fx(@) = / f(y) dy
fr(y) = / fay) de
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Kontinuerliga tvaddimensionella stokastiska variabler

Lat (X,Y) vara ett par stokastiska variabler med

Ixv(z,y)=c(l+z+e7Y), x€][0,1],y>0.

Vad ar ¢?

Berdkna P(X >1/2,Y > 3)
Berdkna fx och fy

Berdkna P(X <1/4)
Berdkna P(Y > 1)

AR A
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Oberoende stokastiska variabler

Tva hindelser A, B C ) dr oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Tva stokastiska variabler X, Y : Q@ — R &r oberoende om

Ixv(z,y) = fx(x)fy(y)

Om X och Y ar oberoende s3 ar

PX<z,Y<y= / / fxy(s,t)dsdt

=/ / Ix(s)fy(t)dsdt

/fX dS/ fy (1) P(X <z)P(Y <vy)

och mer generellt
P(Xe€A YeB)=P(XecAPY € B)

dvs.
P(X M A)NnY'(B)) =P(X "(A)P(Y '(B))
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Oberoende stokastiska variabler

Mangden regn X och antalet studenter med paraply Y &r inte oberoende
eftersom att

P(X =0,Y =2)=0#0.07-0.05 = P(X = 0.05)P(Y =0)

Lat fxy(z,y) =c(l +x+eY), dirz,y €[0,1]. Ar X och Y
oberoende?
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Vantevarde

L&t X,Y: Q — R ha gemensam tathetsfunktion fxy, och lat
h: R% — R vara en funktion.
Om (X,Y) &r diskret definieras

E[R(X,Y)] =Y h(z,y) fxv(@.y).

Om (X,Y) &r kontinuerlig definieras
B[ Y)] = [ b v (o) dedy

| bada fallen kravs att E“h(X,Y)H < 0.
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Marginella vantevarden

Om vi véljer h(z,y) = x far vi

Z Z zfxy(z,y) = Z Z fxy(z,y)

X (Q) yeY () zeX () yeY(Q)

= Z xfx(x)

z€X ()

dvs definitionen &r konsistent med vér tidigare definition av vantevarden.
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Marginella vantevarden

Precis som i det endimensionella fallet finns ett antal rakneregler man
kan anvanda.

1. E[ch(X,Y)] = cE[A(X,Y)]

2. E[h(X,Y)+g(X,Y)] =E[h(X,Y)] + E[g(X,Y)]
Om X och Y &r oberoende giller (som tidigare) att

3. E[XY] = E[X]E[Y]
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Kovarians och korrelation

L&t X,Y: Q — R vara tvd slumpvariabler med véntevarden pux och uy.

Covariansen Cov(X,Y") mellan X och Y &r ett m&tt p& hur mycket X
och Y samvarierar.

Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — )] = E[XY] ~ E[X]E[Y]

Specialfall: Cov(X,X) = Var(X), och om X och Y &r oberoende géller
att Cov(X,Y) = 0.

1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
2. Cov(eX,Y) =cCov(Y,X) = Cov(X,cY)
3. Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z)
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Kovarians och korrelation

Kovariansen mater samband mellan X och Y, mer hur stor den ar beror
dven pad skalan pd X och Y.

® Man kan visa att korrelationen alltid ar ett tal mellan —1 och 1

® Om X eller Y ar konstant s& ar motsvarande variation lika med 0,
och d& finns inte korrelationen.

® pxy = *+1 bara om Y = aX + b for ndgra tal a # 0 och b.

® pxy = 0 anvidnds ofta som ett matt p& hur starkt linjart samband
det finns mellan X och Y (speciellt inom statistik).

® X och Y oberoende -> Cov(X,Y) = 0, men motsatsen &r inte
sann!
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Kovarians och korrelation

Lat X vara méngd regn som férvantas under dagen (enligt morgonens
vaderprognos, méatt i cm), och Y antal studenter (av totalt 4) som tar med ett
paraply. Anta att alla sannolikheter fxv (z,y) ges av tabellen:

0 1 2 3 4 | fx

Ocm 0.4 0.1 0 0 0 0.5
lem 0.2 0.05 0.04 001 O 0.3
2cm 0.05 0.05 0.02 0.02 0.01]0.15
3cm 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01]0.05

fy 0.66 021 0.07 0.04 0.02| 1

D3 blir
EX]=0-05+1-0.5+2-0.15+3-0.05=0.75
E[Y] =0-0.66+1-0.21+2-0.07 4 3-0.04 +4-0.02 = 0.55
Var(X) =0%-0.5+1%-0.3+2%-0.15 + 3> - 0.05 — 0.75% = 0.7875
Var(Y) = 0-0.66 + 1% -0.21 + 2% - 0.07 4 3% - 0.04 + 4 - 0.02 — 0.55> = 0.8675
E[XY]=0-0-0440-1-01+---+3-4-0.01 =0.84
Cov(X,Y) = 0.84 — 0.75 - 0.55 = 0.4275
och
_ Cov(X,Y) 0.4275

= = 0.517221
OX0y v0.7875 - /0.8675

PXY
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Kovarians och korrelation

Lat X vara likformigt férdelad pa {—1,1}, och 18t Y =1 om X = -1
och likformigt fordelad pd {—1,1} om X = 1.
ET S

-11 0 05 0
11025 0 0.25

X och Y inte oberoende, men
EXY]=E[X]=E[Y]=0

sa COV(X,Y) = pPpXy = 0.
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Betingade férdelningar

Om A och B &r hindelser och P(B) > 0 s definierade vi
ANB
P(B)

P(A|B) =

Den betingade sannolikhetsfunktionen /tathetsfunktionen for det
stokastiska variabeln X givet att Y = y ges av

Ix1y (z) = fo};((mysy)

P& samma sitt ges den betingade
sannolikhetsfunktionen /tathetsfunktionen fér det stokastiska variabeln Y
givet att X = x ges av

_ Ixv(z,y)
lem(y) fX (:C)
Obs! Om X och Y ar oberoende far vi

Xy fr(y) fr ()
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Betingade férdelningar

Lat f(z,y) = c(1 4+ +e7¥) dar z,y € [0, 1]. Berdkna f|x|y=0.5-
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