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Dagens foreldsning

® En introduktion till Markovkedjor

Rekommenderad lasning: https://setosa.io/ev/markov-chains/
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https://setosa.io/ev/markov-chains/

Exempel

Antag att det bara finns tre olika vader p& sommaren i Géteborg; (1)
soligt, (2) mulet och (3) regnigt. Anta ocksd att vadret i morgon bara
beror p& vadret idag, och dven féljande.

(1) Om det ar soligt idag s3 &r sannolikheten for regn i morgon 0.2,
sannolikheten fér mulet vader i morgon 0.4 och sannolikheten for
soligt vader i morgon 0.6.

(2) Om det dr mulet idag sé& dr sannolikheten fér regn i morgon 0.4,
sannolikheten fér mulet vader i morgon 0.4 och sannolikheten for
soligt vdder 0.2 i morgon.

(3) Om det ar regnigt idag s& ar sannolikheten for regn i morgon 0.6,
sannolikheten fér mulet vader 0.3 i morgon och sannolikheten for
soligt vdder i morgon 0.1.
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Exempel

Vi kan sammanfatta viadret med féljande graf och matris:

0.6 0.3
04 04
0.2 04

X17X27X37"'

1,2,3321,13,21221321,12]1,...

0.1
0.2
0.4
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Markovkedjor

En serie av stokastiska variabler X7, X, ... sdgs vara en Markovkedja om

PX,=k|X1,Xs,..., X 1)=P(X,, =k | X—1) = P(X51 =k | X0)

minneslos tidshomogen

® Hur ofta dr Markovkedjan lika med 17
® Hur ldnge behdver vi vanta innan Markovkedjan nér tillstadnd 27

® Hur lange dr Markovkedjan i tillstdnd 3 innan den hoppar till ett
annat tillstand?
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Tillampningar
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Markovkedjor

Om S = {s1,82,...} & mangden av alla varden som X}, kan anta.
Elementen i S kallas for tillstdnd.

Vid varje tidssteg sker en dvergdng (transition) frén ett tillstand X till
ett annat X}, (kan vara samma).

Sannolikheten for att ga fran tillstand s; till tillstand s; skrivs p;;, dvs.

pij = P(Xpy1 =7 | X =1)

P11 P22
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Overgangsmatris

Om S &r andlig kan vi bilda matrisen dvergdngsmatrisen P = (p;;).
Overgangsmatrisen kommer alltid att uppfylla

® p;; > 0.

® > ;pij=P(X; €5|X;=1i)=1 (dvs varje radsumma &r 1).

Man siger att P &r en stokastisk matris.
Let e; beteckna den i:e enhetsvektorn.
Ds ar

e P = (pir,...,pin) = (pij); = (P(Xis1 = j | X =1)) .
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Egenskaper hos dvergdngsmatrisen

For k > 0 later vi u®) = (P(Xy = j)) ..

Vektorn u(®) brukar kallas for startvektorn eller initialférdelningen. Ofta
kanner vi till u(®) och r intresserade av u®) = (P(X}, = j))j for nagot
k> 0.

(u(k))TP = Zugk)pij = (P(Xi+1 =J|Xi~ u(k)))j =ulh,

Darfor giller dven

(u(k))TPm — (u(k+m))T och (u(m))T — (u(O))TPm.

P™(i,5) = P(Xiim = j | X =) = p"
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Exempel

0.6 0.3 0.1

P=1(04 04 0.2

0.2 04 0.4
0.5 034 0.16 0.468 0.35 0.182
P>’=1(044 036 0.2 P3=0.448 0.356 0.196
0.36  0.38 0.26 0.42 0.364 0.216

P(regn i dvermorgon om sol idag) = P*(1,3) = 0.16
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Irreducibilitet och reguljara markovkedjor

En Markovkedja sdgs vara irreducibel om det gér att g& fran varje
tillstand till varje annat tillstdnd i ndgot antal steg.

En irreducibel Markovkedja En Markovkedja som inte 3r irreducibel

En Markovkedja sdgs vara reguljar om alla element i P™ &r strikt storre
an 0 for nagot m. Varje reguljdr Markovkedja ar irreducibel.

—®

o

En Markovkedja som 3r irreducibel men inte reguljar
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Gransfordelning och stationar fordelning

Om en markovkedja &r reguljar s§ kan man visa att

] e Tp
m™ T ... Tp
II= lim P" =] . )
m— o0 . . ?
] e Tp
for n&gon vektor (my,...,my), dvs.

P(Xigm =7 | Xp =1) = 7;

oavsett vad ¢ dr. Vektorn 7 kallas for markovkedjans gransfordelning.
Det giller att 7711 = , och
'P=7"IP =77 lim P"P=7x" lim P™" =a"TTl=7x".

m—r 00 m—r oo
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Gransfordelning och stationar fordelning

En sannolikhetsvektor 7 som uppfyller 77 P = 7 kallas fér en stationar

fordelning till P.

— e

En Markovkedja som &r reguljdr och
har en unik stationar fordelning

En Markovkedja har mer &n en
stationar fordelning.

O—

En Markovkedja inte ar reguljar men
har en unik stationar fordelning

OaiOadOO O

En Markovkedja som inte har n&gon
stationar fordelning.
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Exempel

Hur ofta ar det soligt vader?

0.4

0.6 0.3 0.1
P=104 04 0.2
02 04 04

0.452 0.355 0.194
O~ P =10452 0355 0.194 |, 7= (0.452,0.355,0.194)
0.452 0.355 0.194

P(sol en slumpvist vald dag) = (1) = 0.542
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Absorberande och transienta tillstand

Ett tillstdnd s; € S sags vara absorberande om man aldrig lamnar det,
dvs. om Pii = 1.

En Markovkedja sigs vara absorberande om den har minst ett
absorberande tillstdnd, och det gdr att komma till ett absorberande
tillstdnd frén alla andra tillstand.

Ett tillstdnd som inte dr absorberande i en absorberande markovkedja
sdgs vara transient.

\_/@3 En Markovkedja som inte ar

En absorberande Markovkedjor absorberande
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Exempel

®
o

o

0.5 0.2 0.3

0.5
P=105
0
0

0
0
0
0

\0 0\
05 0]
:0__0.5
1 0
0o 1
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Kanonisk form

Overgangsmatrisen P = (p;;) till en absorberande Markovkedja med ¢

transienta tillstdnd sq, ss,...,8, och a absorberande tillstand
St+1sSt42,-- - Sq kan skrivas som
P= Q R
0 I,

dar Q ar en t x t-matrix, R dren ¢t X a, 0 dr en a X t-matrix med bara
nollor, och I, dr en a x a enhetsmatris.

Det foljer att
n_ (@ Yio@R
= 2

(n

dar Q™ innehaller n-stegs 6vergdngssannolikheter pi]) mellan transienta

tillstand.
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Exempel

8 8 05 02 03 /0 O
05 0 0 05 0]
P=1]05 0 0 '0 0.5
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
(0.5 0.25 0.25) ( 0 0 )
Q=105 o0 0 R=[05 0
05 0 0 0 0.5
05 01 015 0.1 0.15 0.375 0.1 0.15 0.15 0.225
025 01 015 05 0 0.25 0.05 0.075 0.55 0.075
P?2=1025 01 015 0 05 P3=1025 0.05 0075 0.05 0.575
0 0 0 1 0. 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
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Kanonisk form

Om (X;) &r en absorberande Markovkedja s finns det alltid ndgot n > 0
sd att X = X, for alla k > n (oavsett startfordelning). M.a.o. s8 ar
lim,, o Q™ = 0.
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Exempel
g g 05 02 03 /0 O
05 05 0

0
0
0 0
\@/ Y
(0.5 0.25 0.25) ( 0 0 )
Q=105 o0 0 R=1[05 0
05 0 0 0 0.5

05 0.1 0.15 0.313 0.075 0.113 0.133  0.033 0.049
Q=02 01 015] @*={0188 005 0075] Q%= {0.082 0020 0.030

0.25 0.1 0.15 0.188 0.05 0.075 0.082 0.020 0.030
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Kanonisk form

E[F6rvantat antal besdk i tillstdnd j | Xo = 1] [Z 1(Xe=3)| Xo= z]
k=0

=§3E[ (X = j) | Xo =] =§3P(Xk=j\Xo=z‘)

k=0 k=0

ZQ’“ (ZQ (I - Q)7 (0.4).
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Kanonisk form

E[F6rvantat antal besdk i tillstdnd j | Xo = 1] [Z 1(Xe=3)| Xo= z]
k=0

[1(Xk:j)|X0:i] :iP(Xk:j\XO:i)

k=0

ZQ’“ (ZQ (I - Q)7 (0.4).

ﬁtllﬂg

Man kan visa att matrisen I — (@ alltid ar inverterbar.

Matrisen N = (n;;) = (It — Q)" kallas for den fundamentala matrisen.
E[Férvantat antal besok i tillstdnd j | Xo = i] = N(3, )

E[Fdrvantad tid till absorption | Xo = 1]
= ZE[Férvé’ntat antal besok i tillstand j | Xo =i] = ZN(i,j) = N1.
jeT JET
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Exempel

% 8 05 02 03 /0 O
05 0 0 05 0!

P=|05 0 0 '0 05

0 0 o0 1 0

0 0 0 |0 1

0.5 0 0

4 08 1.2 6
N=(I-Q =2 14 06 N1= (4
2 04 1.6 4

® Om vi borjar i tillstdnd 1 besoker tillstdnd 2 i snitt 0.8 ganger innan vi hamnar i
ett av de tvd absorberande tillstdnden (4 och 5).

0.5 0.25 0.25
Q=105 0 0

® Det tar i snitt 6 tidssteg innan absorption om vi bérjar i tillstdnd 1.
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Kanonisk form

lim P" = lim (Qn =0 @ R) _ (0 P QJR>

n—00 n—00 0 I, 0 I,
(0 (I-Q7'R\ (0 NR
~\0 I “\o 1,

Elementen i VR beskriver absorbationssannolikheter for transienta
tillstand:

(NR);j = P((Xk) absorberas i s;4; | Xo = 81)
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Exempel

8 8 05 02 03 0 O0)
05 0 0 05 0]
P=|05 0 0 '0 0.5

0O 0 0 |1 0

o 0 0 0 1

0.5 0.25 0.25 0 0 4 08 1.2
Q=105 0 0 R=105 0 N=12 14 06
0.5 0 0 0 0.5 2 04 16

0.4 0.6
NR= 107 0.3
0.2 0.8

® Om vi borjar i tillstdnd 2 s sannolikheten att vi absorberas i tillstdnd 4 lika med
0.7.
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Exempel (vader i Goteborg)

P=r" e’ (P-I)=0enr=

0.6
P=Q=|04
0.2

0.4
I-Q=|[-04
-0.2

0.451613
0.354839
0.193548

0.3 0.1
04 0.2

04 04

-0.3 -0.1
06 —0.2

—0.4 06
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Exempel (vader i Goteborg)

Hur lange fér vi vanta i snitt innan det blir regn, om det ar soligt idag?

06 03 0.1
P=|(04 04 02
02 04 04

0.4
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Exempel (vader i Goteborg)

Hur lange fér vi vanta i snitt innan det blir regn, om det ar soligt idag?
1.0

06 03 0.1
P=|(04 04 02

0 0 1
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Exempel (vader i Goteborg)

Hur lange fér vi vanta i snitt innan det blir regn, om det ar soligt idag?
1.0

06 03 0.1
P=|(04 04 02

0 0 1

0.6 0.3 0.1
@= (0.4 0.4) , R= (0.2)
_ (04 -03 _ (5 2.5
I-e= <70.4 0.6 ) c N=U-Q) = (3.333 3.333)

7.5 1
N1 = (6.667) , NR= (1)
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Exempel (vader i Goteborg med &ska)

Om det dr molnigt idag, vad annolikheten att det blir &ska innan det regnar

nasta gdng?

0.4
0.6 0.3
0.35 04
0.2 04
0 0.1

0.35

0.1
0.2
0.4
0.8
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Exempel (vader i Goteborg med &ska)

Om det dr molnigt idag, vad annolikheten att det blir &ska innan det regnar
nasta gdng?

1.0 1.0
C. .::) &. 0.6 03 0.1 0
pP=

0.35 04 0.2 0.05
0 0 1 0
0.05 0 0 0 1

0.6 - 0.4

0.35
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Exempel (vader i Goteborg med &ska)
Om det dr molnigt idag, vad annolikheten att det blir &ska innan det regnar
nasta gdng?

1.0 1.0
C. ‘C §. 06 03 01 O
P=

0.35 04 0.2 0.05
0 0 1 0
0 0 0 1

0.4

0.35

0.6 0.3 01 0
@= <0.35 0.4)’ R= (0.2 0.05)
(04 03 o1 (4444 2222
[-e@= (—0.35 0.6 ) N=U-Q "= (2.593 2.963)
6.667 0.889 0.0111
N1 = (5.556) » NR= (0.852 0.0148)
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Exempel (vader i Goteborg med &ska)

Om det dr molnigt idag, vad annolikheten att det blir &ska innan det regnar
nasta gdng?

1.0 1.0
C. ‘C §. 06 03 01 O
P=

0.35 04 0.2 0.05
0 0 1 0
0.05 0 0 0 1

0.4

0.35

0.6 0.3 01 0
@= <0.35 0.4)’ R= (0.2 0.05)
(04 —03 o1 (4444 2222
[=Q= (—0.35 0.6 ) N=U0-Q = (2.593 2.963)

6.667 0.889 0.0111
N1 = (5.556) » NR= (0.852 0.0148)

m = (0.41496, 0.352627,0.212823, 0.0195904) 27/1



