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Dagens foreldsning

® Mer om momentgenererande funktioner
— Bevis av CLT
® Markovs olikhet

® Chebyshevs olikhet
— Bevis av de stora talens lag
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Momentgenererande funktioner

Om X &r en stokastisk variabel s& ges det k:e momentet till X av

k=0 k=0
Om mx (t) finns for ¢ n3ra 0 s& &r
dk
E[X"] = m{’(0) = —mix () li=o
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Momentgenererande funktioner

Vi har tidigare visat att om X ~ bin(n,p) s§ ar
mx(t) = ((1 - p) +pet)". Vi far

mly (t) = npe' (1 — p) + pe')" ™"

m(t) = n(n — 1)p2e® ((1 = p) + pet)" > + npet (1 - p) + pet)" ™

och alltsa
* E[X] =mx(0) =np
® E[X?] =m%(0)=n(n—1)p*+np
® Var(X) = E[X?] - E[X]? = n(n — 1)p? + np —n?p* = np(1 — p)
—_— =

E[X2] E[X]2
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Momentgenererande funktioner

Lat Z ~ N(0,1) s att f(z) = \/%e_ﬁ/? Vi far

2 >~ 1 2
m tZ / e ? /2 dz = / —z%/2+tz d
2(t) \/271' ¢ — \/27re :

_ o (F2-2t2)/2 g, _/Oo 1 o~ ((z=t)*=t*)/2 4
-/—oo vV 27T —0o0 \/27T

__—t%/2 /Do 1 —(z—t)?/2 __—t%/2
=e —e dz=e¢e
oo V2T

pdf fr N (t,1)
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Momentgenererande funktioner

Om X 3ar en stokastisk variabel och Y = aX + b s3 ar

my(t) _ E[etY] — E[et(aX+b)] — E[eatX-i-bt] — eth[eatX] — ebtmx(at)

Om X 3ar en stokastisk variabel och Y = aX + b s3 ar

"mx (at)

my(t) =e
Lat X ~ N(u,0). D& &r X = o0Z + p, s8 vi fér

mx(t) = eM'my(ot) = ePte(ot)?/2 — gutta’t?/2.
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Momentgenererande funktioner

Om X och Y ar oberoende s& ir etX och e'¥ oberoende, och darfor
galler att

mx4y (t) = E[e! )] = E[e'X et ] = E[e"X|E[e"Y] = mx (t)my (t).

Om X och Y ar oberoende s3 ar

mx 1y (t) = mx (t)my (t).
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Momentgenererande funktioner

L3t X och Y vara tv3 stokastiska variabler. Om det finns ett intervall
I = (—a,a) sddant att mx (t) = my(t) for alla t € I s har X och Y
samma fordelning.
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Momentgenererande funktioner

Om X; ~ N(p1,01) och Xo ~ N(us2,09) dr oberoende, s3 ar

mx, +x,(t) = mx, (t)mx,(t) = ph1t+oit® /2 justtoit® /2

— e(mtu2)t+(of+03)t2/2

L&t Y ~ N(u1 + pz2, /o2 + 03). Da giller att

my (t) = e(1tp2)t+ (ot +03)t? /2

Enligt satsen har Y och X; + X5 samma fordelning, dvs.

X1+X2NN(M1+M2,\/U%+O'§)
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Momentgenererande funktioner

Lat X; ~ Poisson(\;) och X5 ~ Poisson()\y) vara oberoende, och 15t
Y ~ Poisson(A; + A2). D3 &r

o0 -1\ k 0 - t\k
mx, (t) = tX1 Z otk . ¢ 1)‘ Z e " (Areh)
=0

pdf fér Poisson(Aet)
mx,(t) = eHe(e'=1)
mx,4x, () = mx, (H)mx, (t) = e>\1(et71)e>\2(et71) _ e(A1+>\2)(eL1)
och
my (t) = e(/\1+/\2)(et—1)

Eftersom att my (¢t) = mx,+x,(t) for allat € R har X; + X5 och Y
samma fordelning, dvs.

X1+ X5 ~ Poisson(A + A2)

10/1



Momentgenererande funktioner

Antag att mx (t) finns (mycket starkare 3n att E[X?] < co). D3 &r

t
mxy (1) = /N D ()

Yo U/ﬁ
och
mX(t) _ E[et)?] _ ]E[ U X1+ +X5) H et X /n
j=1

V3 far darfor
t

e (1) = e—hn/(ovn) n
m;‘/\/};() € mX(J\/»)
= e mn/lovin)(1 4 + — + O3 /n? )"

f 2n

~ e_Mn/(U\f)(ea\ﬁJ"zn +O(t /ng/z))

= e§+0(t3/"1/2) Set’2 = mz(t).
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Markov's olikhet

L&t X > 0 vara en stokastisk variabel med forvantat varde pu.
Definiera
k X >k
v — om X >
0 annars.

D& ar

L&t X > 0 vara en stokastisk variabel med vintevarde p. D& ar

P(X>k)§%
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Chebyshevs olikhet

L&t X vara en stokastisk variabel med vintevirde p och
standardavvikelse 0. D& ar
E[(X —p?] _o°
- Ey=P(X —p)?>k) < 22 =
P(X gl > ) = P 2> 4) < S

Markovs olikhet

L&t X vara en stokastisk variabel med vintevirde p och
standardavvikelse o. D3 ar
2

P(IX = ul > k) < 75
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Stora talens lag

Lat X1, Xo,... bara oberoende med samma férdelning, vantevérde 11 och
standardavvikelse 0. L&t S,, = Xy +--- + X, och X, = S,,/n. D& ar
E[X,] = p och Var(X,,) = 0%/n, sa vi far

_ o%/n  o?
P<’an,u|>€>§ 22 :%%0
Lat X1, Xo,... bara oberoende med samma férdelning, vantevérde 11 och
standardavvikelse ¢. L&t S,, = X7 +--- + X, och Var(X,,) = S,,/n. D§

giller

P(| )_(n—u|>5)—>0.
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Exempel

Antag att vi kastar tdrning, och &t X; = 1(tarningskast ¢ ar en sexa). D3 ar
p=E[X;] =1/6 och 6® = 1/6(1 — 1/6) = 5/36.

P(| X, —1/6] >¢) > 0.

1/6 1
(14+¢)-1/6  14¢

P(X, > (1+¢)-1/6) <

5/36

e2n

P(| X, —1/6] > ¢) <
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Exempel

Lat X1,...,Xn ~ N(u,0) sa att X,, ~ N(u,0//n).
2

P<‘ Xn—u|>€)§;—n

P(| X — | > €) = 20(~¢/(0/v/n)) = 28(~=/n/0) < 9~ (ev/0)2/2

T \V2m-ey/njo
20,675271/(20'2)
N eVv2mn

(g8r mot 0 mycket fortarel)
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