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Dagens foreldsning

® Introduktion till regression

® Mer om korrelation
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Linjar regression

Beskriver en stokastisk motsvarighet till ett linjirt samband mellan tva
variabler, t ex kan temperatur av havsvattnet y antas vara en linjar
funktion av djupet . Man kan skriva d3 att

Yy = ﬁ0+ﬁlx7

dar By ar vardet p& y d& linjen skar y-axeln och 31 linjens lutning
(dndringen av y d3 x dkar med en enhet). Det motsvarande stokastiska

sambandet ar
Y = o+ piz +e, e~ N(0,0).

Y kallas responsvariabel och = prediktorvariabel.
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Exempel
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y=PBo+piz
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Linjar regression

Y;=pBo+ fizj+ej, j=1,2,....n
gj~N(0,0) eller Elg;]=0, e1,e¢9,...,¢e, oberoende.

och oberoende.

® Fixera x1,%a,...,%, forst (kontrollerad studie)

® Man kan inte alltid fixera vardena p& forhand och méste anvianda de
varden som finns observationsstudie.
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Linjar regression

Hur skattar man 3y och 81 i modellen Y = 8y + B1x + &7

Vi vill vélja linjen y = Bo + Biz sa att de vertikala avstanden
e; = yi; — (Bo + P1x;) blir s& sm& som vanligt. Talen ey, ..., e, kallas for
residualer.
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Linjar regression

Hur skattar man By och 81 i modellen Y = By + f1x + &7

Vi vill att residualerna ska vara sm&. Ett sitt att se till att alla residualer ar
sm& ar att minimera

L(Bo, B1) Ze _Z - (504—511’1))2

med avseende pd By och (.
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Linjar regression

L(Bo, 1) = > (i — (Bo + Bras))”

m =—22(yi — (Bo + Bra:)) = L= Y
A = =32 2(yi — (Bo + Pr ))5 =0 b (51) _ |
65 :

d/31 - .
i ZE: Y.
Syi—nbo—pPr1yxi=0 _’._/n "
S xiyi— Bodwi — Y frzi =0 A b
(ﬂo) =x=(ATA)""4b

B

S o i
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Linjar regression
Hur skattar man 8y och 31 i modellen Y = 3y + B1x + &7

L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Residualerna dr s§ sm& som mdjligt om vi minimerar

L(Bo, 1) = Y el =3 (vi — (Bo + Brmi))”.

Ett unikt minimum finns i

2wy =3 wid yi _ 2w —T)(yi —Y) 3 o Big
h= ny xl—(Cw)? Y(w—1)? och fo=7— .
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Exempel

Kan man beskriva tiden det tar att kéra en algoritm y som en linjar
funktion av medelvirdet x i den lista som anvinds som indata?

0.00
0.75
0.06
-0.26
0.18
0.42
0.19
- 0.52
1.01
0.37
0.53

298
346
303
314
302
332
302
343
367
325
331

320 340 360

300
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Exempel

Vi har
* n=11,
* 7 =0.3082,
o y=2323.9,

® (i — ) (yi — i) = 79.12,
® > (x; — )2 =1.542
och far darfor

s 2w —T)(yi—g) 7912

= - —51.
g S (2 — 1) 1510 013

och X )
Bo =7 — B1 =323.9—51.3-0.3082 = 308.1

dvs. linjen
y =308.1+4+51.3z
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Exempel
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Fordelningen for 5y och (5

Givet att
Y, =60+ bizj+ej, j=12,...,n,

och att
gj ~N(0,0)

och oberoende. Vi antar att (x;) inte dr slumpvariabler.

Y; = Bot+pixjte; ~ Bot+fixj+N(0,0) = N(Bo+pizj,0), j=1,2,...,n

Eftersom att 1, €9, ..., ar oberoende s blir Y7, Y5, ...Y,, oberoende.
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Fordelningen for 5y och (5

=0

—N—
By = Sl —n) (Y, —Y) _ Y(xi—2)Y; > (@i — x)Y
Z@ *W Zm fx>2 > (w; — )
_2@i= )Y Z
Z (z;i — ) Z (z; — )
X5 N = <Bl’ e —5:)2)

o= = fuz = NG + ra,o /)~ 61 Z(“)

¥ )
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Fordelningen for 5y och (5

Eftersom att o ofta ar okand vill vi nastan alltid skatta o. Man kan visa

att
2o WP Pz)? _ Pe
n—2 n—2
ar en vantevardesriktig skattare for variansen, och att
(n—2)S° 2
T2 "~ Xa-2
Br— B Br— B

tn72

S 32— Jewii)
RN s N b T

Bo — Bo
SV ai /o (wi —7)?

~tp_2
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Inferens for 3;

Finns det ndgot samband mellan = och y, dvs ar 8; # 07

Hy: B =Y mot Hy: B # 59
med teststatistikan
By — Y

t= ~ tn—2
— S (yi—19:)?
VN =2\ S

Forkasta HO om ‘t| > tn_27(1+a)/2.

> (yi —

I, =/ % Vn—o, | 2\Yi T Yi)"
C « ﬁl tn72,(1+a)/2 n Z(xz _ﬁf)2)
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Exempel

model <- 1lm(y~x)
summary (model)

Residuals:
Min 1Q
-15.3329 -6.2328

Coefficients:

Median 3Q
-0.5758 5.3673 19

Estimate Std. Error t value

(Intercept)

Signif.codes: O ’xxx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1

Residual standard error:

Multiple R-squared:

308.098
X 51.303

3.978
8.203

77.453
6.254

p-value:

Max
.2405

Pr(>|tl)
5.05e-14 *x*x*
0.000149 x*x*x*

10.19 on 9 degrees of freedom
0.813, Adjusted R-squared:
F-statistic: 39.12 on 1 and 9 DF,

0.7922
0.0001488
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Forklaringsgrad

Man brukar beskriva andelen av variansen av Y som forklaras av
sambandet med X genom

dar §; = Bo + P
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Residualanalys

Residualerna ges av
ei:yi—gi:yi—(ﬁoﬁ-ﬁlxl), 1=1,2,...,n
Kom ih3g att

i =y — (Bo+B1x1) ~ N(0,0), i=1,2,...,n antogs vara oberoende

N&r man plottar (x;,e;) f&r man en residualgraf. Om alla antaganden
stammer borde féljande stimma:
® Vintevirdet av bruset ar noll (punkterna borde ligga omkring
x =0).
® Variansen ar konstant (punkterna sprider sig lika mycket for alla
varden av z)

Om sakerna ovan inte verkar stimma behdver vi fundera p& om vara
antaganden stammer.
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Residualanalys

Data och linje (8vre) och motsvarande residualplottar (nedre)

45 10 05 00 05 10 15
¥
15 40 05 00 05 10
v
4 2 o 2

i3 HE
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i M
Alla antaganden ok Linjar modell fel Variansen inte konstant

(beror p3 x).
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Residualanalys
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Residualanalys

Ett annat sitt att titta p& residualerna ar med hjalp av en s& kallad

qqg-plot.
For alla test och konfidensintervall har vi antagit antingen

1. vara fel g; ar normalfordelade, eller
2. vi har s& manga punkter att vi kan anvinda centrala
gransvardessatsen

For att testa om data verkar vara normalférdelad kan jamfora de
kvantiler vi kan rakna ut fr&n datan med motsvarande kvantiler fran en
normalférdelning. Med andra ord, plotta alla par (zi/n,e(l)), dar e 3
det i:e minsta felet. Om datan &r normalférdelad ligger punkterna nira
en rat linje.
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Exempel

Normal Q-Q Plot
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Konfidensintervall och prediktionsintervall

Regressionslinjen ger till varje virde p& = en skattning § = (o + Biz av det
férvdantade vardet av YV i x.
® QOsikerheten i skattningen i en given punkt kan beskrivas med ett
konfidensintervall for E[Y | 2] = S0 + S1z.
® QOsikerheten kring en ny observation Y vid x &r typiskt storre dn
osakerheten av vantevidrdet och beskrivs av ett prediktionsintervall
(hoger).

Konfidensintervall fér E[Y |x] Prediktionsintervall
Obs! | bada fallen galler konfidensintervallen bara fér en punkt at gangen.
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Obs!

® Att ha bekraftat ett samband mellan tva variabler betyder inte att
man kan siga nagonting om orsakssamband (kausalitet).

® Man bor inte dra slutsatser utanfor det undersokta omradet
(extrapolation).
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Linjar regression med mer komplicerade funktioner

Man kan anvinda linjar regression dven med fler variabler, t ex om
y = Bo + B1logx + G212, s linge som sambandet &r en linjar funktion i

ﬂ07ﬂ17ﬂ27~ .

- - " -
o o .// - - ////// >
. ',,’/T///j/ N ‘/;/f//
0‘0 0‘5 1‘0 1'5 2'0 0‘0 0‘5 1'0 1‘5 2‘0
x1 x1
y=Po+ Bz ) y = Bo + b1z
y = Bo + Biz + B2z y =ePotPL® o logy = By + Bi

y = Bo + B1 cos(z) + B2 sin(x)
+ B3 cos(2x) + B4 sin(2x)

Man hittar d3 parametrar genom att ex. hitta minstekvadratldsningen till

1 = x% Y1
1 2 x% Bo Y2
Br| =
B2
1 z, x% Un,
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Linjar regression med mer komplicerade funktioner

population
continent
®  Africa
0.754 ® Asia
= Europe
#  North America
Oceania

0.50 Seuth America

0.25+
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. ; T —
0 30000 60000 90000 120000
gdp_per_capita
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Multipel regression
Om man har fler dn en prediktor x pratar man om multipel regression,
ex. y = By + fra) + Bra®

life_expectancy 1.0
male_smokers
population_density 08
cardiovasc_death_rate 0.6
diabetes_prevalence 0.4
aged_65_older
population 0.2
hospital_beds_per_thousand 0.0
gdp_per_capita
median_age -0.2
total_deaths_per_million 0.4

total_cases_per_million
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Multipel regression

Om man har fler dn en prediktor x pratar man om multipel regression,
ex. y=Fo+ 61$(1) + 5233@)

20 30 40 50 60 70 80
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hospital_beds_per_thousand
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Multipel regression

Om man har fler 4n en prediktor = pratar man om multipel regression,
ex. y = Bo + fra) + Bpa?
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Korrelation vs linjart samband

Nar vi hade tva stokastiska variabler X och Y var korrelationen mellan X och

Y
Cov(X,Y)  E[(X-X)(Y-Y)]

Var(X) Var(Y) B Var(X) Var(Y)

Corr(X,Y) =

Korrelationen p i data kan skattas med hjilp av

b 2w D) (yi =)
V(@i — )2 3 (yi — 5)>

Korrelationskoefficienten hinger samman med lutningen 81 och R? genom

b/ (i — 7)°

=V ) och R? =42

> (yi —9)?

Nollhypoteserna Hy: 81 = 0 och Hg: p = 0 ar darfor ekvivalenta.

20/1



Test av signifikant korrelation

Finns signifikant linjart samband mellan tva variabler?

Man kan testa Hp: p = 0 genom att anvdnda teststatistikan

31 rv/n — 2
= 5 oW1 /1 g ~in2
_ Yi i —Tr
n \/zu—z

Obs! Detta ar exakt samma test som det for nollhypotesen Hy: 81 =0 i
regressionsanalys. Man far darfor exakt samma p-varde.
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