MATEMATIK
GU/Chalmers

Tentamen

Datum: 2022-06-03 EM
Examinator: Tony Johansson (ankn 1069)

TMA227 — Matematisk fordjupning
LGMAG62 — Matematik 6 for gymnasielarare

Betyg LGMAG62. 24p for G, 42p for VG.
Betyg TMA227. 24p for trea, 36p for fyra, 48p for femma.

Inga hjalpmedel tillatna.

1. Hitta den allménna losningen till

Yn+2 + Yn+1 — 6y, = 2" + 3n.

2. Avgor om serien ar absolut konvergent, betingat konvergent, eller divergent.
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3. Lat Py vara vektorrummet av polynom av grad hogst d, och lat F' : P3 — Py vara en
linjar avbildning med
F(x3) =3z, F(*)=22-1, F)=z-2, F()=-3.
(a) Bestim F (22 — 4z + 3).
(b) Ange en matrisrepresentation for F i baserna {1,z, 2%, 23} och {1, x}.
(c) Ange en bas for N(F).

Anmérkning. Din bas i (c) ska anges med polynom, och inte koordinatvektorer.

4. Lat foljande vara vektorer i R*:
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Hitta ortogonalprojektionen av u pa det underrum som spanns upp av vy, vs.

(8p)

(4p)

(4p)



5. Lat f : R — R vara en funktion med f(0) = 0, sadan att f &r deriverbar i punkten

x =0 med f/(0) = X for nagot A > 0. Visa att

>/ ()

ar absolut konvergent.

. Lat A vara en n x n-matris sadan att N(A) NV (A) = {0}.

(a) Visa att N(A) C N(A2).
(b) Visa att N(A42) C N(A).

Tips. Antag att x ¢ N(A), och visa att x ¢ N(A?).
(c) Visa att V(A?) = V(A).

. Antag att {f,}>2, ar en f6ljd av kontinuerliga funktioner sadan att lim,_,o fn(z) =0

for varje « € [0, 1]. Betrakta foljande pastaenden.

(A) fn — 0 likformigt pa [0, 1].

(B) For varje talfoljd {zy}22, med z, € [0, 1] géller att lim, o0 fn(xn) = 0.

(a) Visa att (A) = (B).
(b) Visa att (B) = (A).

8. Bevisa dimensionssatsen for matriser: om A ar en m X n-matris sa géller att

dim N(A) + dim V(A) = n.



Losningar
1. Hitta den allménna lésningen till (8p)

Ynt2 + Yni1 — 6y, = 2" + 3n.

Losning. Det karakteristiska polynomet 72 +7 —6 = (r —2)(r +3) har 1sningar 7 = 2
och ro = —3, sa den homogena 16sningen ges av

y) = A2" 4 B(-3)".

Hogerledet dr summan av tva olika former, och vi hanterar dem separat. For termen
2™ ansédtter vi, da en av de karakteristiska rotterna ar 2, 16sningen

wy, = Cn2™.
Vi stoppar in:

2" = wp4o + wpt1 — 6wy
=C(n+2)2""2 + C(n+1)2" — 6Cn2"
= 2" (4Cn 4 2Cn — 6Cn + 8C + 2C)
=1002".

Vi far C = 1/10, s& wy, = ;502"

For termen 3n i hogerledet ansatter vi, eftersom ingen av de karakteristiska rétterna ar
1, 16sningen v,, = Dn + E. Vi far

3N = Vpq2 + Uny1 — 66Uy,
=Dn+2)+E+D(n+1)+E—-6(Dn+FE)
=—-4Dn+ 3D —4FE.

Detta ger D = —3/4 och E = —9/16, sa v, = —3n/4—9/16. Sammantaget &r allménna
l6sningen

1 39
Y = Y+ wn - vn = A2 B(=3)" + 1on2" = Tn— .

2. Avgoér om serien ar absolut konvergent, betingat konvergent, eller divergent.
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Losning.
(a) For alla k > 4% = 64 giller att

kY3 — 4 k1/3 1
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. _4/3 = © e e o o . 1/3_
Serien ) ", <, k 4/3 &r konvergent, sa enligt jaimforelsekriteriet #r serien ppay m

konvergent.

(b) Termerna gar inte mot 0, sa serien ar divergent.

. Lat Py vara vektorrummet av polynom av grad hogst d, och lat F' : P3 — P; vara en
linjar avbildning med

F(z®) =3z, F(*)=22-1, F(x)=z-2, F(1)=-3.

(a) Bestim F (22 — 4z + 3). (1p)
(b) Ange en matrisrepresentation foér F' i baserna {1,z, 22, 23} och {1,x}. (3p)
(c) Ange en bas for N(F). (4p)
Losning.

(a) Eftersom F' ar linjar géller att

F(22® — 4z + 3) = 2F(2%) — 4F (x) + 3F (1)
=2(3z) —4(x — 2) + 3(—3)
=2x — 1.

(b) Kolonnerna i matrisen &r koordinaterna for F(1), F(z), F(x?), F(2®) i basen {1, z}.

Alltsa,
-3 -2 -1 0
A= ( o 1 2 3 > '

(c) Det &r tydligt att V(F') = P1, och dimensionssatsen ger

dim N(F) =dimPs —dimV(F) =4 -2 =2.



Vi behover hitta tva linjart oberoende polynom p, ¢ € Ps3 sadana att F'(p) = F(q) =
0. Detta kan goras genom att losa matrisekvationen Ax = 0, eller genom att testa
sig fram. Vi ser att

F(2® —3z+42) =3z —3(x —2) +2(-3) =0,
Fa*—2x+1)=022z—-1)—2(x—-2)—-3=0.

Polynomen p = x3 — 3z + 2 och ¢ = 22 — 2z + 1 &r tydligt linjért oberoende, sa de
utgor en bas N(F).

4. Lat foljande vara vektorer i R*: (7p)
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Hitta ortogonalprojektionen av u pa det underrum som spanns upp av vy, vs.

Lo6sning. Vi hittar forst en ortogonalbas for underrummet U = Span{wvy,vo}. Vi har
(v1,v2) # 0, sa vi tillampar Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod. Forst satter vi
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Da ar {e1, ez} en ortogonalbas for U. Ortogonalprojektionen av u pa U ges, enligt



projektionsformeln, av
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5. Lat f : R — R vara en funktion med f(0) = 0, sadan att f &r deriverbar i punkten
x =0 med f(0) = X for nagot A > 0. Visa att

>/ ()

ar absolut konvergent.

Losning 1. Eftersom f dr deriverbar i z = 0 géller
lim M =\
z—0 X

Sarskilt ar

o £

n—00 1/77,2 =A

Jamforelsekriteriet (specifikt dess grinsviirdesvariant, Sats 18.9), ger da att Y o2 | f(1/n?)
konvergerar eftersom » 2 1/ n? gor det.

Losning 2. Att f ar deriverbar i = 0 innebér att det finns ett A € R sadant att
A\ = hmwz lim@.

z—0 xT z—0 X

Sérskilt finns ett § > 0 sadant att om |z| < § sa &r |f(z)/x — A| < 1. Med andra ord
galler

[z| <0 = [f(@)] < (@ +[A)]zl.
Detta ger oss en instédngning for seriens termer: vi har

1+ A
n2

1 1
weo = ozl ()=

Kravet 1/n% < § kan 6versittas till n > N, dir N = 1/v/3. Serien >.°° (1 + |\|)/n? &r
konvergent, si da dr > oo, f(1/n?) asbolut konvergent enligt jimforelsekriteriet.

(7p)



6. Lat A vara en n x n-matris sadan att N(A) NV (A4) = {0}.

(a) Visa att N(A) C N(A2). (2p)

(b) Visa att N(A42) C N(A). (2p)
Tips. Antag att x ¢ N(A), och visa att x ¢ N(A?).

(c) Visa att V(42) = V(A). (3p)

Losning.

(a) Antag att z € N(A). Da ar
A%z = A(Az) = A0 =0,

sd x € N(A?). Alltsa &r N(A) C N(4?%).
(b) Anta nu att = ¢ N(A), och lat y = Az. Da &r y € V(A), och y # 0 eftersom
z ¢ N(A). Eftersom N(A)NV(A) = {0} har vi da y ¢ N(A), sa
A%z = A(Az) = Ay # 0.

Vi har visat att om z ¢ N(A) sa ér ¢ N(A?). Da ir N(A42%) C N(A).
(c) Dimensionssatsen, och N(A2?) = N(A), ger att

dim V' (A?) = n — dim N(A?)
=n—dim N(A)
= dim V' (A).

Vi har ocksa V(A?) C V(A). Men eftersom V(A) och V(A?) har samma #ndliga
dimension, sd maste vi ha V(42) = V(A).

7. Antag att {f,}>2 dr en f6ljd av kontinuerliga funktioner sadan att lim, o fn(z) =0

for varje x € [0, 1]. Betrakta foljande pastaenden.

(A) fn — 0 likformigt pa [0, 1].
(B) For varje talfoljd {xy}o>, med x, € [0, 1] géller att lim, o fn(2n) = 0.

(a) Visa att (A) = (B). (4p)
(b) Visa att (B) = (A). (4p)
Losning.



(a) Anta att (A) haller, och lat {z,} 2, vara en godtycklig talfoljd med z, € [0,1].
For varje € > 0 finns da ett V. sadant att

n>N, = |fo(z)|<e Vxel0,1].
Sarskilt géller for n > N att | f,(x,)| < e. Alltsa: for varje e > 0 finns ett N, sadant

att | fn(zn)| < € for alla n > N.. Detta ar definitionen av lim,, o fn(zn) = 0.
(b) Anta att (B) haller. Definiera

an = sup |fn(z)].
0<z<1

Eftersom f, &r kontinuerlig pa det slutna intervallet [0, 1], finns ett =, € [0,1]
sadant att f,(z,) = a,. Da medfor (B) att a, — 0 da n — oo, vilket medfor (A).

. Bevisa dimensionssatsen for matriser: om A ar en m X n-matris sa géller att

dim N(A) + dim V(A) = n.

Loésning. Se boken/anteckningar.

Alternativ 16sning (som manga forsokte). Anta att A radreduceras till en matris
A’ pa radkanonisk form, som har k < n pivotkolonner. Da dr N(A) = N(A’) kdnt fran
kursen, och dimV(A) = dim V(A’) eftersom en bas for V(A) ges av samma kolonner
som for V(A’). Det ricker alltsa att visa satsen for A’.

Det ar tydligt att icke-pivotkolonner kan skrivas som linjarkombinationer av pivotkolon-
ner, sa pivotkolonnerna spanner upp V(A’). Det ar ocksa tydligt att pivotkolonnerna
ar linjart oberoende, sa de utgor en bas, och dim V(A’) = k.

For att hitta dim N(A’) 1ser vi ekvationssystemet A’z = 0. Vi kan &ndra ordning pa
kolonner utan att dndra dim N(A’), sa anta att de forsta k kolonnerna &r pivotkolonner

och resterande n — k inte ar det. Vi far da en l6sning dér zpyq,...,x, ar fria, och
x1,..., ) kan skrivas som kombinationer av de fria variablerna. Darfor dr dim N(A’) =
n—k.

(7p)



