MATEMATIK Datum: 2022-10-07 EM
GU/Chalmers

Examinator: Tony Johansson (ankn 1069)
Tentamen

TMA227 — Matematisk fordjupning
LGMAG62 — Matematik 6 for gymnasielarare

Betyg LGMAG62. 24p for G, 42p for VG.
Betyg TMA227. 24p for trea, 36p for fyra, 48p for femma.

Inga hjalpmedel tillatna. Motivera dina svar val.

1. Hitta den allménna lésningen till (7p)

Yn+2 — 4Ynt1 +3yn =3n—2, n>0.

2. Avgor om serien ar konvergent eller divergent.

(4p)
(a)
>
k1 4k
— 28 +4
(4p)
(b)
i (=D)*
k=2 k—Vk
3. Lat
1 -2 -1 0 -1
-3 6 4 2 3
A= -4 -1 3 -3
1 -2 0 1 0
(a) Ange en bas for N(A). (4p)
(b) Ange en bas for V(A). (4p)
4. Lat Ps vara vektorrummet av polynom av grad hogst 3, och lat F': P3 — R vara den
linjara avbildningen
1
Fo) = [ payto
(a) Vilken dimension har varderummet V(F)? (2p)
(b) Ange en bas for N(F). (5p)
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. Lat V vara ett vektorrum med en bas vy,...,v,. Anta att F' : V — V &r en linjar
avbildning.

(a) Visa att om N(F) = {0} sa ar F(v1),...,F(v,) ar en bas for V. (4p)
(b) Visa att om N(F) # {0} s& &r F(v1),...,F(v,) inte en bas for V. (3p)

. En talfoljid {a,}>2 ar sadan att y(z) = > 7 a,z" uppfyller differentialekvationen (8p)

/"

zy’ — 2%y +y=0
i ett omrade kring x = 0, med initialvillkor y(0) = 3’(0) = 1. Ange konvergensradie for
potensserien y(x).
Tips. Uppgiften gar att 16sa utan att hitta ett explicit uttryck for {a,}52.

o] 2
n=1%

. Antag att serien Y 7, a, dr absolut konvergent. Visa att ar konvergent. (7p)

. Formulera och bevisa Leibniz konvergenskriterium. (8p)

Sida 2



Losningar

1. Det karakteristiska polynomet 2 — 4r + 3 = (r — 1)(r — 3) har nollstiillen 1 och 3, sa
den homogena l6sningen ar

yW = A1" + B3" = A + B3".

Eftersom r = 1 forekommer som ett nollstille (med multiplicitet 1), och hogerledet &r
ett polynom av grad 1, sa ansétts partikuldrlésningen

y®) = n(Cn + D).
Denna stoppas in:
8n—2 =y, — 4yl + 3yP)

=n+2)(Cn+2)+D)—4(n+1)(C(n+1)+ D)+ 3n(Cn+ D)
= n?(C —4C + 3C)

+n(2C +D+2C —4C — 4D — 4C + 3D)

+(4C +2D —4C —4D)
= —4Cn —2D.

Genom att identifiera koefficenter far vi C' = —3/4 och D = 1. Da é&r
3 3
y®) = p (—4n + 1> = —znZ + n.
Den allménna l6sningen ar da
3
Yo =y + 4P = A 4 B3" — ZnQ +n.

2. (a) Vi anvénder rotkriteriet:

3¢ _3, 4,3
2k—|—4k 4 +1 4

Detta &r mindre &n 1, sa serien ar konvergent.

(b) Vi anviinder Leibniz konvergenskriterium, och skriver ay = 1/(k — vk). Denna
talfoljd ar positiv for & > 2, och har ap — 0. Vi behover bara visa att den &r
avtagande. Det ar okej att skriva att det ar uppenbart, men vi kontrollerar extra
noga. For att se att ax ar avtagande riacker det att konstatera att 1/ap = k — vk
ar vixande. Det, i sin tur, visar vi enklast genom att definiera

@)=z Va,
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och ta derivatan: )
!
pr— ]_ _—
/@) 2z

For x > 2 ar denna positiv, sa © — y/z ar vaxande. Det visar att a; ar avtagande.

3. Matrisen radreduceras:

1 -2 -1 0 -1 1 -2 -1 0 -1
A -3 6 4 2 3 0o 0 1 2 0
N 2 -4 -1 3 -3 0o 0 1 3 -1
1 -2 0 1 0 0o 0 1 1 1
1 -2 0 2 -1 1 -2 0 0 1
0o 0o 1 2 0 0 0 1 0 2 _
0 0 0 1 -1 0O 0 01 —1 |
0 0 0 -1 1 0 0 00 O
Pivotkolonnerna dr nummer 1, 3 och 4. Fran den ursprungliga matrisen laser vi av att
1 -1 0
-3 4 2
V(A) = Span N I N I )
1 0 1

och de tre angivna vektorerna ar en bas for V(A).

For att hitta nollrummet anvinder vi det faktum att N(A) = N(A’), dar A’ ar den
radreducerade matrisen, och loser A’z = 0. Detta ger ett ekvationssystem

1 —2x9 +x5 = 0,
x3 +2x4 = 0,
T4 —T5 = 0.

Vi later x9 = s och x5 = t vara fria variabler och far en allmén 16sning.

r1 = 2s — t,
L2 = S,

r3 = —2t,
Ty =1,

T =1

Da ar
2 -1
1 0
NA)=¢s| 0 [+¢t] -2 s,teR»,

0 1
0 1
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och de tva vektorerna utgor en bas fér N(A).

4. (a)

(b)

5. (a)

Vi har V(F) C R, sa antingen &r V(F) = {0} eller V(F) = R. Det ricker att
konstatera att till exempel
F(1) =2,

for att se att V(F') = R. Dimensionen ar da 1.
Fran dimensionssatsen far vi
dim N(F) =dimP; —dimV(F)=4—-1=3.

Detta hjélper oss, for da vet vi att vi behdver hitta tre linjart oberoende polynom
i N(F) for att skapa en bas.
For ett allmiint polynom p(z) = az® + bx? + cz + d géller att

1 1 1 1
2
F(p):a/ :p3d33+b/ J:Qdaz+c/ xd:c+d/ 1dx:§b+2d.
-1 -1 -1 -1

Vi har alltsa att p € N(F) om och endast om b+ 2d = 0, vilket kan forenklas till
b+ 3d = 0. Detta uppfylls till exempel av polynomen

p1($) :1,3’ pg(l‘) =z, p3($) :3$2—1
Dessa ar tydligt linjart oberoende, sa de utgor en bas for N(F).

Vektorrummet V' har dimension n, eftersom dess bas innehaller n element. Det
racker saledes att visa att de n vektorerna F(vy),..., F(v,) ar linjart oberoende.
Eftersom F' ar linjar har vi

ME (1) + X F(v2) -+ 4+ MF(vp) =0
F(\v1) + F(Aqua) -+ + F(\qun) =0

F(Av1 + Avg + -+ 4+ Agvp) = 0.

Vi har da A\jv1 4 Aavo 4 - + A\yv, € N(F). Men eftersom N(F) = {0} maste vi
da ha
Av1 + Agvg + - - - 4+ Apu, = 0.

Vektorerna vy, ..., v, ar en bas for V, och darmed linjart oberoende, vilket medfor
att denna ekvationen endast har den triviala 16sningen \; = Ao = --- = A\, = 0.
Darfor géller samma for ekvationen vi borjade med;

)\1F(’U1) + )\QF(UQ) <o )\nF(Un) = 6

har bara den triviala l6sningen, vilket visar att F'(vy),..., F'(v,) ar linjart oberoende.

Sida 5



(b) Lat u € N(F), dir u # 0. DA finns en representation
u=av; + agvy + -+ + apvn, «a; €R.
Notera att minst ett «; &r nollskilt. Eftersom w € N(F') och F' &r linjar sa géller

0= F(u) = Flavy + agug + - - - + avy)
=a1F(v1) + aoF(v2) + -+ + anF(vy).

Minst ett «; ar nollskilt, sa detta visar att F'(v1),..., F(v,) ar linjart beroende.
6. Ansétt
oo
y(z) = Z anz"
n=0
Da &r
oo
y/ _ Z nanm" 1
n=1
oo
Y’ = Z n(n — 1)a,z" >
n=2
Da &r
o0 o o0
oy — a2t +y= Z nn — 1)apx" — Z na,z"t + Z anx"
n=2 n=1 n=0

[e.e]
=ag+a1x + Z (n(n—1a, — (n— 1)ap—1 + ap) z".

n=2
For att detta ska vara 0 for alla x kravs att
0=n(n—1)a, — (n—1)apn_1+ay
=n?—n+1)a, — (n—1an_1,
fér n > 2, vilket ger rekursionen
n—1

——————Qp— n > 2.
n2_n+1n17 =

Ay =

Vi betraktar nu potensserien y(z) = Y~ anz™. Kvotregeln ger

n—1

=lim———+-— =
n2—n-+1

(Har behover man ocksa kontrollera att initialvillkoren ger att a, # 0 for alla n.)
Slutsatsen ar att seriens konvergensradie &r oo, det vill sdga y(z) konvergerar for alla
rz eR.
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7. Notera forst att talfoljden a, maste uppfylla lim, o |a,| = 0, eftersom » 7, a, &r
absolut konvergent. Lat b, = a2. Eftersom |a,| och b, #r positiva talféljder kan vi
tillampa gransvardesvarianten av jamforelsekriteriet; vi har

n a?
lim — =lim — = lim |a,| = 0.
n—00 |ay| |an|

Eftersom Y |a,| ir konvergent, s ir dven Y a2 konvergent.

Alternativt kan vi anvénda jamforelsekriteriet mer direkt. Eftersom |a,| — 0 finns
ett N sadant att |a,| < 1 for alla n > N. Da géller for n > N att

0<ap < lanl,

och jamforelsekriteriet ger att Y a2 konvergerar.

8. Se boken.
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