Matematiska Vetenskaper VT23
Chalmers/GU Examinator: Tony Johansson

TMA227, LGMAG2
Logik, mangdlara och bevis

I detta dokumentet kommer vi behandla matematiska bevis, genom att prata
om foljande.

e Formell logik: utsagor, implikationer, ekvivalenser, symbolerna 3, V.
e Mingdlara: snitt, union, differens, delménger, komplement.
e Hur fungerar bevis? Vilka bevismetoder finns?

Vi kommer &ven prata om mangdléra och funktioner, som ger oss nagot att
applicera vara bevismetoder pa.

1 Utsagor, implikationer

En matematisk utsaga ar ett pastaende, som antingen ar Sant (S) eller Falskt
(F). Exempel pa utsagor ar foljande:

p: (7 &r storre &n 5),
q: (2® — 4z =0),
r:(z>0),
s:(x=4).

Utsagorna ¢,r,s ar exempel pa dppna utsagor, det vill siga utsagor som
beror pa vardet pa den involverade storheten z. For att fortydliga detta
beroende kan vi skriva ¢(x),r(x), s(x) nér det gor saken tydligare. Utsaga
p, & andra sidan, ar en sluten utsaga, vars sanningsvérde inte beror pa nagra
yttre omsténdigheter. Vi vet att 7 &r storre an 5, sa p &r alltid sann.

1.1 Implikationer, ekvivalenser

Grunden for matematiska resonemang ar implikationer och ekvivalenser
mellan utsagor. For att forsta implikationer kan vi ta nagra exempel fran
ovan:
(x =4) = (x > 0),
(x =4) = (2° — 42 = 0),
(2? — 42 = 0) = (x> 0).
For tva utsagor a,b, siger vi att a = b (“a implicerar b”) om a inte kan

vara sann utan att b ar det. Om a(x) och b(x) ar 6ppna utsagor, sa betyder
a = b att “for alla = sadana att a(x) &r sant, sa &r dven b(z) sant”.



Om a = b och b = a sa &r a och b ekvivalenta, och vi skriver a <= b;
(x —3=2) < (xz=05),
(2% — 4z = 0) <= (x =0 eller = = 4)

Vi anvander inte likhetstecken mellan utsagor, utan istéllet anvands ekvivalenser.
For en utsaga som alltid ar sann kan vi skriva

(7 ar storre dn 5) <= S

Uttrycken “om”, “endast om” och “om och endast om” anvinds ibland
for att prata om implikationer och ekvivalenser. Vi kan Gversatta pa foljande
satt

2-—z=1) <= (z=1) “2 — 2 =1 om och endast om = = 1"
(x=T) = (x> 0) “r>0omzx="7

“r =7 endast om z > 07

1.2 Och, eller, inte

Utsagor kan kombineras genom “och”- och “eller”-operatorerna. Vi borjar
med och-operatorn, som betecknas A. Om a och b ar utsagor, sa ar a A b
utsagan “a och b”, som &ar sann om och endast om bade a och b ar sanna;
(x>0)N(r<4) <= (0<x<4)
(x delbart med 4) A (x jamnt) <= (x delbart med 4)
(x—4<0)A(z>4) T
Vi gar vidare till eller-operatorn; a V b betyder “a eller b”, som &r sann om
och endast om minst en av a och b ar sann;
(x > 0) V (r < 4) < (x ett reellt tal)
(x delbart med 4) V (z jamnt) <= (x jamnt)
(x—4<0)V(z>41) < (x#4)
For ett enskilt uttryck kan vi anvinda negationsoperatorn. Utsagan —a ar
sann om och endast om a ar falsk;
(v =4) <= (z #4),
—(z < 0) <= (z >0).

1.3 Symbolerna 4 och V

Symbolen J utlises “det finns”, och anvéands ofta inom utsagor for att slippa
skriva sa mycket. Vi kan da till exempel skriva

(x* — 4z +1 = 0 har en 16sning) <= (Jz : 2* — 42 + 1 = 0).



Symbolen V utlases “for alla”, och vi kan skriva
(x% — 4z + 1 = 0 saknar 16sning) <= (Vz : 2% — 42 + 1 # 0).
Generellt kan vi siga att om p(x) ar en 6ppen utsaga, sa ar

=3z : p(z)) = (Vo —p(z))

1.4 Ett enkelt bevis

Lat oss titta pa ett bevis (egentligen bara en 16sning av en ekvation, men vi
kommer anvénda lite mer bevissprak).

Sats 1. Om 2®> —4x +3 =0, sd drx =1 eller x = 3.

Bevis. Antag att x ar ett reellt tal sadant att 22 — 42 + 3 = 0. Genom att
kvadratkomplettera har vi att

0=a2"—4r+3=(r—2)°—1.

Alltsd dr (z — 2)? = 1, vilket géller om x — 2 = 1 eller z — 2 = —1. I det
forsta fallet far vi z = 3, i det andra fallet z = 1. O

Svarare behover det inte vara att skriva ett bevis. Satsen bestar av en
implikation p = ¢, dar

p:(x? —4x+3=0)
g: (x=1)V(x=3).
For att bevisa p = ¢ (vilket inte ar direkt uppenbart), sa fyller vi pa

med fler implikationer, dar varje steg ska vara mer eller mindre uppenbart.
Beviset ar

Vi har brytit ner satsen till en kedja av mer eller mindre uppenbara implikationer.
Det &r forstas upp till var och en vad som riaknas som uppenbart.

2 Mangder

En mdngd ar mojligen det mest grundlédggande konceptet inom matematik.
I grund och botten &r en méngd en samling objekt (vi kallar objekten
element). En méngd betecknas med masvingar, {}. Méngder som innehaller



nagra fa element kan vi beskriva genom att lista innehallet (med punkter
om det finns ett uppenbart monster)

{1,2,4,8}, {a,b,c,...,6}, {gul, svart, vit}.

Tva méngder ar lika om och endast om de innehaller samma element, och
framforallt spelar det ingen roll vilken ordning elementen skrivs i eller hur
manga ganger de ar med:

{2,1,2,2,4,2,8,4,1,2} = {1,2,4,8}.

Symbolen!' € anviinds for att visa om ett element tillhér méingden. Vi har
2€{1,2,4,8} men 3 ¢ {1,2,4,8}. Symbolen € utlises “tillhor”.

Det finns nagra standardméngder for tal. Viktigast ar heltalen Z, de
rationella talen @, de reella talen R samt de komplexa talen C. De positiva
reella talen kan beskrivas som en mangd

Rt ={zeR|z >0}

Detta ar ett exempel pa hur méngder kan beskrivas med hjilp av utsagor.
Beskrivningen foljer mallen

M= {o €Al pla)}

dér A &r en méngd och p(x) en &ppen utsaga som beror pa x. Mangden M
ar “méangden av x i A sadana att p(x) ar sann”. Vi kan till exempel skriva

{zr eR|z—-3=2}={5},
{z € Z | z > 0 ensiffrigt} = {1,2,...,9},
{reR|2*>0} =R,
{reQ|2*=2}=0.
I det sista exemplet ser vi den tomma mdangden, mangden som inte innehéller
nagot element?. Denna betecknas (), och ar smidig att ha med som ett
“nollobjekt” inom méangdlara pa samma satt som nollan ar bra att ha med

1 aritmetik.
Lat oss se hur vi kan definiera de rationella talen utifran heltalen:

Q:{T ’ m,n € 7Z, n;«éO}.
n
Har foljer méngdbeskrivningen en lite annan formel.

{formel med obekanta | médngdtillhorighet for de obekanta}.

!Symbolen € ér inte en bokstav i ndgot alfabet utan anvinds bara for mangder.
2Som bekant dr /2 ett irrationellt tal.



Detta illustreras med nagra exempel:
A={a+blabe{0,1}} = {0,1,2)
{z? |z e Ry ={z cR |z >0}
{2 |z € A} = {0,1,4}.
De tva mangdbeskrivningsformaten som jag givit ar de vanligaste, men

sa lange det ar tydligt vad som menas finns en hel del frihet i hur mangder
beskrivs.

2.1 Snitt, union, mangddifferens

Det finns en direkt koppling mellan méngder och logik. Detta kommer bli
tydligt nédr vi nu borjar kombinera méangder. Forst ut dr snittet mellan
tva méangder; om A, B &r mangder sa ar AN B en méngd bestaende av de
element som ingar i bade A och B.

(1,2,4,8} N {1,2,3} = {1,2},
{reZ|zjmnt}Nn{reR|z>0}=1{0,2,4,6,...},
QNR=Q,
{zeR|22=2}NnQ=10.

Uttrycket A N B ldses “A snitt B”, men vi kan lika girna tédnka “A och
B”. For att se kopplingen till satslogik tydligt kan vi till exempel se att om
p(x),q(x) ar 6ppna utsagor sa ar

{zeR|pl@)}n{reR[q(@)} ={z € R[p(x) Aq(x)}.

Nést pa tur dr unionen AU B av tva méngder. Méngden A U B bestar
av de element som ingar i minst en av A och B, till exempel

{1,2,4,8} U{1,2,3} ={1,2,3,4,8},
QUR =R,
{z eR|2?=2}UQ = {z € R| (z rationellt) V (z = £v/2)}

Kopplingen till eller-operatorn V bor vara tydlig:
{zeR|p@)}U{zeR|q@)}={zeR|pl)Vaq)}

Slutligen kan vi definiera mangddifferens. Méngden A \ B bestar av de
element som tillhor A, men inte B. Vi kan skriva

A\B={zxec A|z ¢ B}.
Med satslogiska definitioner far vi att

{zeR[p@)} \{z eR[q(z)} = {z e R|p(x) A ~q(z)}.



2.2 Delmiangder, komplement

Vi séger att A ar en delmdngd till B om alla element i A tillhér B, och
skriver dd& A C B. Med hjalp av utsagor kan vi skriva

(A delméngd till B) <= (A C B)
< (Vr€A: z€B)
<— (r€e A=z € B).

Komplementet till en mingd A betecknas A, och bestar av de element som
inte tillhor A:

(r € A) <= —(x € A).

Begreppet komplement kraver en underforstadd grundméngd, som oftast &r
R eller C. Om vi till exempel skriver R, sa kan det betyda den tomma
méngden (om R &ar var grundméngd) eller

R=C\R={a+bi|b0),

om C ar grundméngden. Oftast &r det intuitivt tydligt vilken grundméangd
vi anvander, och ofta spelar det ingen roll, men om det uppstar otydlighet
kan vi alltid anvanda differens istéallet;

(r € A) <= (x €N\ A),

dar  ar var grundmaéangd.

3 Bevisanalys

Lat oss betrakta foljande sats.

Sats 2. Lat A, B vara mdngder. Da ér AN B = A om och endast om
AUB=B.

Det héar ar en ekvivalenssats, som bestar av tva olika implikationer;

(a) (ANB=A)= (AUB=DB)
(b) (AUB=B)= (ANB = A).

Vi borjar med att visa (a). Innan vi borjar kan vi fundera pa varfor den ar
sann. Om vi antar att A N B = A, hur forhéller sig méngderna? Rita ett
Venndiagram. Om AN B = A sa maste A ligga helt och hallet i B. Men da
ar ju AU B = B. Vi skriver ett formellt bevis.

Bevis av (a). Antag att A, B &r méngder med ANB = A. Eftersom ANB C
B,saharviACANBCB. Daar AUB = B. ]



Analys. Vi gjorde ett kort bevis som lankar pastaendena via pastaendet
AC B:

(AnB=A) = (ACB)
— (AUB = B)

Nér vi nu ska bevisa den motsatta implikationen sa kan vi kolla pa beviset
vi just gjorde. Gar implikationerna att véinda? Svaret ar ja;

(AUB=DB)=— (ACB)
= (ANB=A).

Vi kan skriva ett bevis for hela satsen istéllet for att bryta upp det i tva
delar.

Bevis av Sats 2. Enligt definitionen av snitt galler
(AN B = A) <= (varje element i A tillhér B)
< (A C B).
Enligt definitionen av union géaller dven

(AU B = B) <= (inget element i A ligger utanfor B)
< (A C B).

Sats 3. Lat A, B vara mangder. Da ar
AUB=ANB.

Om vi vill formulera satsen med hjalp av implikationer, kan vi istéllet
formulera den som

(re AUB) < (r € AN B).

For att komma fram till ett bevis, ar en bra start att rita ett Venndiagram.
Vi kan ocksa borja skriva ner ekvivalenser:

(x € AU B) ¢ AU B)
¢ A) Nz ¢ B)
r € A)A(z € B)

r € ANB).

= (z

— (z

—
—

Har har vi i princip ett fardigt bevis. Det som saknas for att gora det till

ett bra bevis ar forklaringar till alla ekvivalenspilar. Vi kan gora det 1att for
oss och skriva det som en steglista.



Bewis av Sats 3.

(re AUB) <= (z ¢ AUB)
e ¢ ANz ¢ B)
<LL)><33€Z>/\(JUE§>
<(—i)><x€Zﬁ§>

Ekvivalenserna haller enligt foljande:
(a) Definitionen av komplement.
(b) Definitionen av union.

(c) Definitionen av snitt.

4 Bevistekniker

Anta att vi vill bevisa att p = ¢, for tva 6ppna utsagor p,q. Da finns tre
huvudsakliga tekniker.

e Direkt bevis. Vi ldnkar ihop implikationen p = ¢ med en eller flera
utsagor r1,...,T, sa att kedjan

p=—T —>Try— ... =T —(
bara innehaller implikationer som &r latta att forsta.

e Motsagelsebevis. Vi antar att p och —¢ &r sanna, och harleder ett
falsk pastaende. Vi visar med andra ord att pA—g = F. Schematiskt
gbr vi beviset

PAqg=—1T] — ... — 1, — F,
dar varje = ar ett enkelt steg.

¢ Kontrapositivt argument. Istéllet for att visa att p = ¢, sa visar
vi att =¢ = —p. Detta ar ekvivalent:

(p=1q) = (~g= —p).
For att visa att =¢ = —p, kan vi anvanda direkt bevis eller motsigelsebevis.

Det finns andra bevistekniker, till exempel induktionsbevis: anta att
p(n) &r ett 6ppet pastaende dédr den obekanta n &r ett heltal. For att
visa att p(n) ar sant for alla n > 1, sa visar vi att p(1) &r sann, och att
p(n) = p(n+ 1) for varje n > 1.



4.1 Exempel pa motsagelsebevis

Vi atergar till en del av beviset for Sats 2. Dér visade vi att
(ANB=A) = (ANB=B).

Lat oss ta fram ett motsigelsebevis for denna implikationen. Antag att
ANB = Aoch att AUB # B. Eftersom B C AU B, maste det da finnas
nagot x € AU B sadant att x ¢ B. Med andra ord dr z € A\ B. Men da
arx € A\ (AN B), vilket motsdger AN B = A.

Schematiskt kan vi skriva

(ANB=A)N(AUB # B)

1% (AnNB =A)A(3z € (AUB)\ B)

b)

—
S)
=

== (ANB=A)A(3z € A\ B)
L (ANB=4) A3z c A\ (AN B))
D .

Forklaringar for stegen ar som foljer:
1. BC AU B giller alltid, sa om AU B # B sa ar (AUB)\ B # 0.
2. (AuB)\B=A\B.
3. AA\B=A\(ANB).

4. De tva pastaendena motsager varandra.

4.2 Exempel pa kontrapositivt argument

Vi bevisar implikationen (AN B = A) = (AU B = B) igen, nu med
kontrapositivt argument. Det ser ut sahér, och har manga likheter med
motsagelseargumentet:

(AUB # B)

— (Ir € (AUB)\ B)
= (dJz € A\ B)

= (dr € A\ (ANB))
= (ANB#A).



Ovningar

1. Fyll i alla korrekta implikationspilar i féljande.

(a) (z € A) A (A C B) (z € B)
(b) (x2=0)  (z=0)
(c) (*=4)  (x=2)
(d) (AN B =10) (AN B = B)

2. Fyll i logiska operatorer, alltsa V (eller), A (och) samt — (inte) sa att
foljande implikationer och ekvivalenser blir sanna.

(a) (x > 4) (2? = 16) = (z = 4)

(b) (x € A) (x¢ B) <= (x € AN B)

(c) (£<3) (2> -3) <l <)

(d) (Jre A: z € B) (VreA: z€ By— (A=10)

3. Para ihop méngderna (a)—(d) med (i) — (iv).

(a) {z—y|zyeR} (i) {reR|[z>0)

(b) {e* |z € R} (ii) 0

(c) {reR| 2>+ 1=0} (iii) {0}
(

(d) {x—|z| |z eR, x>0}

~—

iv) R

4. I definitionen av delméngd sag vi hur implikationer kan anvindas dven
inom utsagor:

(ACB) <= (re A=z € B).
Vilka pastaenden om méngderna A och B gors med foljande utsagor?

(a) (re A=z ¢ B),
(b) (x € A<=z € B).

5. (a) Lat p,q vara utsagor, och 6vertyga dig sjélv om att
~(pVq) = —pA—q

(b) I beviset av Sats 3 gjorde vi steget

(r ¢ AUB) < (x ¢ A) A (x ¢ B).

10



Om man tycker att detta inte dr uppenbart, s kan man fylla ut
beviset med nagra fler steg. Vilka ar de saknade stegen i foljande?

(x ¢ AUB)

<~

<= =((x € A) V(z € B))
<~

< (x ¢ A\ (x ¢ B).

6. Skriv ett schematiskt bevis for ekvivalensen
(1 =2’ 442 —4=0, s €R) < (z =1).
Forklara alla implikations/ekvivalenspilar.
Tips. Anvind faktoriseringen x3 — 22 + 4z — 4 = (x — 1)(2? + 4).

7. Visa att
(ANB=0)A{ANB=0) < (B=10).

Tips. Det finns flera satt. Ett satt dr att gora ett motsigelsebevis,
genom att anta att AN B = () och AN B = (), samt att det finns nagot
element = € B. Hérled en motsagelse.
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5 Losningar

1.

(a) (xe AAN(AC B) = (z
(b) (2?2 =0) <= (z =
(c) (x> =4) = (z =
(d) (ANB =) <~
2.

(a) (x> 4) A (2* =16

(b) (v e A)N=(z

(c) —(z <3) vV (z

(d) —(dr e A: z € B)A(Vz

3. () {z—y|z,yc R} =R.

(b) {e* | z € R} = {& € R| 2 > 0}. Bada beskriver méngden av

positiva tal.

(c) {reR|22+1=0}=0.

(d) {x—|z|] |z eR,z>0} ={0}.

4. (a) re A=z ¢ B) < (AN B =0).
(b) (z€ A<=z € B) <= (A= B).

5. (a) Det finns fyra olika utfall; p och ¢ &r bada falska; p &r sann och ¢
falsk; p ar falsk och ¢ sann; p och ¢ dr bada sanna. Vi kollar av
att de tva uttrycken far samma sanningsvirde i alla fyra fall:

pla|pVa|p|~qg| pA—-g|~(pVa)
F|F F S S S S
S| F S F S F F
F|S S S | F F F
S| S S F F F F
Detta visar att =p A =g <= —(p V q).
(b)
(x ¢ AU B)

< ~(xr € AUB)

< ~((z € A)V(r € B))
< ~(zx € A) AN—~(x € B)
< (r ¢ A) A (z ¢ B).
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6. For x € R giller att

(2 —2? +42 —4=0)
— ((z —1)(z*+4) =0)
= (x-1=0)V(2?+4=0)
= (r—-1=0)
= (z=1).
Hir kan vi ta bort utsagan (z2 + 4 = 0), eftersom den alltid dr falsk

for reella = (vi kan generellt séga att p VF <= p). Forutom det kan
alla steg betraktas som uppenbara.

Jag valde ovan att ange att x € R i borjan av beviset, istallet for att
ta med det i sjalva ekvivalenskedjan. Vi kan skriva sahér ocksa:

(> —2®+4x—4=0, 2 €R)

— ((z-1)(x*+4) =0, z €R)

= (r—-1=0,zcR)V(@*+4=0, zcR)
<~ (x—1=0,z € R)

— (z=1).

7. Ett motsagelsebevis far vi sahar. Om B # () sa kan vi valja nagot
x € B. Da ar

(ANB=0)AN{(ANB=0)A(z € B)
= (z ¢ A) A (z ¢ A)
= F.

I detta fallet kan det vara enklare att skriva beviset i ord:

Bevis. Antag ANB =0, AN B = (), samt att B # (. Da finns nagot
element © € B. Eftersom AN B = (), sa géller x ¢ A. Men eftersom
AN B =0 giller &ven x ¢ A. Detta dr en motsiigelse.
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