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Tentamen
LOSNINGSFORSLAG TILL
TMA227 — Matematisk fordjupning
LGMAG62 — Matematik 6 for gymnasieldrare

Inga hjalpmedel tillatna

Betyg LGMAG62: 24p for G, 42p for VG

Betyg TMA227: 24p for 3, 36p for 4, 48p for 5.

Bonuspodng fran duggan laggs till resultatet i den hér tentan. Motivera alla svar noggrant.

1. Beriikna konvergensradien till potensserien > -, ’};—,xk

Lésningsforslag: Anviind t.ex. kvotformeln for konvergensradie. Om ay, = k¥ /k! far vi

ak+1_(k+1)k+1£!_(k+1)k_ 1+1 F
a  (kr DU K R :

k

och limy_, o (1 + %)k = e, s& kvotformeln fér konvergensradie ger att denna ér e~!. (Grénsviir-

det av (14 1/k)" &r ett standardgrinsvirde som man far anviinda direkt, men det gar ocksa

att se genom att skriva
k
<1 + 1) _ ohlog(1+1/k)
k' )

och da foljer gransvirdet av Taylorutvecklingen av log(1 +1t) =t + ﬁﬁ dir0<f<1)

2. Bestdm den allminna l6sningen till rekurrensekvationen

Ynto — 2y = n°

Lésningsforslag: Den karaktiristiska ekvationen &r 72 — 2 = 0, som har 18sningar 71 5 = +/2.
Dérfor dr den allménna 16sningen till den homogena differensekvationen

yh = A2"/2 4 B(—1)"2"/?

Eftersom hogerledet dr ett polynom av grad 3, och rétterna till den karaktéristiska ekvationen
inte dr 1 ansétter vi en partikuldrlosning i formen av ett tredjegradspolynom:

yP =an® +bn?+cn+d

Yo =an+2)3+bn+2)%+c(n+2)+d
=an® + (6a + b)n? + (12a + 4b + ¢)n + (8a + 4b + 2¢ + d)

Sa
Yo —2yh o = —an® + (6a— b)n® + (12a+4b — c)n + 8a + 4b+2c — d

Av detta foljer att a = —1, b = —6, ¢ = —36 och d = —104. Sa den allminna l6sningen &r

y=—n®—6n2 —36n—104+ (A+ B(—1)") 2?2

3. Avgodr om foljande talserier dr divergenta, betingat konvergenta eller absolutkonvergenta:

a)
Z sin(km/2)e "
k=1



Lésningsforslag:

a) |sin(kw/2)e*| < ek, sa jaimforelsekriteriet ger att serien #r absolutkonvergent eftersom
> re,(1/e)* dr konvergent.

b) Serien kan skrivas
> (_1)k—1
kzzl 2k—1
Denna #r inte absolutkonvergent eftersom |(—1)k~1/(2k — 1)| > 1/(2k) och Y7 1/k &r
divergent, och da medfor jamforelsekriteriet att den foérsta serien ocksa dr divergent.

Men 1/(2k — 1) &r avtagande, s& d& far vi en alternerande serie med avtagande termer,
och Leibnitz konvergenskriterium medfor att serien ar konvergent. Alltsa &r serien betingat
konvergent.

4. Bestim .
lim ecos(w/n)Jrsin(m/n) dr .

n—oo |

Lésningsforslag: Eftersom cos(z/n) — 1 och sin(z/n) — 0 dan — oo far vi att ecos(®/m)+sin(z/n)
konvergerar punktvis mot e da n — oco. I sjilv verket &r denna konvergens likformig i intervallet
x € [—m, w|: Funktionerna e, sinz och cosx &r kontinuerliga, s den sammansatta funktionen
ar ocksa kontinuerlig. For varje € > 0 finns alltsa ett § > 0 sa att |6C05(1/")+Sin(x/”) — e} < € om
|z/n| < 0. Men eftersom |z| < 7 ricker det att vilja n > 7/0 for att detta skall vara uppfyllt.
Och det géller oberoende av x, sd konvergensen &r likformig i intervallet. (Daremot dr det inte
likformig konvergens om man betraktar funktionen for alla z € R). Nu medfor satsen om att
byta ordning pa grinsvirde och integration for likformigt konvergenta funktionsfoljder att

™ ™

lim ecost@/n)+sin(z/n) g, — / edx = 2me.

n—oo f_

™ —T

5. Lat P53 vara det linjara rummet av reella polynom av grad hogst 3. Lat F : P3 — Ps3 vara
avbildningen som &r definierad av

F(p) = 2*p" (z) for p(x) € Ps3.

Bestdm V(F') och N(F).

Lésningsférslag: Ett tredjegradspolynom kan skrivas p(x) = az® + ba? + cx + d, diir a,b, ¢, d ir
reella konstanter. D& dr p”(z) = 6ax + 2b, och alltsi 2%p” (x) = 6az® + 2bx?. Alltsa ir

N(F)={p(z) =cx+d|c,deR}

och
V(F) = {p(x) = Az® + Ba2® | A, B € R}

Bade V(F) och N(F) har dimension 2, och P har dimension 4, si detta stdmmer med vad
dimensionssatsen siger.

6. Lat V vara rummet av kontinuerligt deriverbara funktioner pa intervallet [0,1]. Visa att

1
(fq) = / (f(@)g(@) + (@) (@) de

ar en skaldrprodukt pa V.

Lisningsforslag: Man ser 1att att (f, g) r symmetrisk, och linjar i forsta argumentet:

(af + Bg,h) = aff, h) + Blg, h)



for alla f,g,h € V och a,8 € R. Detta foljer direkt fran definitionen av integralen och de
vanliga réknereglerna for funktioner. Det aterstar att visa att (f, f) > 0 och att (f, f) = 0 bara
om f(z) =0 for alla z. Men det ser man ocksa l&tt eftersom

Ui f) > / (F(@) f(x)) da.

Funktionen f(x)? &r storre eller lika med 0, s integralen #r ocksd positiv, och 0 bara om
funktionen &r 0 for alla x. Alltsd dr (f, g) en skaldrprodukt.

. Lat V vara det linjira rummet som bildas av alla reella talféljder (ax);-, med operationerna
(ar)ey + (Or)pZy = (ar + bi)pZy
afar)is; = (aar); ,
dir (ax)pey, (bk)pe; € V och a € R. Definiera sedan W C V genom
W = {(ak)se; € V dér ax = 0 for alla utom #ndligt ménga k} .

Visa att W ar ett linjart underrum till V.

Lésningsforslag: Det récker att visa att om a,b € W och a,5 € R sa dr aa + b € W. Sétt
a = (ag)yey och b = (b);—,. Eftersom bade a och b ligger i W och bara har #ndligt ménga
element som &r skilda fran noll, sa finns ett M sadant att ap = by = 0 for k£ > M. Men da &r
ocksa aay, + Bby, = 0 for k > M, sd aa + b har hogst M element som inte ar lika med 0. Alltsa
ligger ocksa aa + b i W.

. Formulera och bevisa en sats om existens av ON-baser for dndligtdimensionella vektorrum.

Lésningsforslag: Detta ar en teoriuppgift fran litteraturen.

Lycka till!!
Bernt W.



