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Tentamen
TMA227 — Matematisk fordjupning
LGMAG62 — Matematik 6 for gymnasieldrare
Losningsforslag

Inga hjalpmedel tillatna

Betyg LGMAG62: 20p for G, 35p for VG

Betyg TMA227: 20p for 3, 30p for 4, 40p for 5.

Bonuspoédng fran duggan laggs till resultatet i den hér tentan. Motivera alla svar noggrant.

1. Ge exempel pa

a) en betingat konvergent talserie.

k
Lisningsforslag: Y - (_]i) . Denna &dr konvergent enligt Leibnitz konvergenskriterium, ef-
tersom termerna &r alternerande och avtar mot 0. Den &r inte absolutkonvergent: > 7° | &

ar divergent, vilket visas t.ex. med integralkriteriet.

b) en potensserie med konvergensradie 7.
Lisningsforslag: > o~ Zrx*. Om vi sitter a, = (1/m)" far vi att |ag41]/|ax| = 1/7, och da
ger kvotformeln att konvergensradien &r 7.

Visa med lampliga kriterier att exemplen har de efterfragade egenskaperna.

2. Bestdm den allminna l6sningen till differensekvationen

Yn4+2 — 4yn+1 + 4y, = 3n + 16

Lésningsféorslag: Det karaktiristiska polynomet dr 72 —4r +4 = (r —2)2, vilket har en dubbelrot
r = 2. Da ges den allméinna I&sningen till den homogena ekvationen av y" = (a + bn)2". Fér
att hitta en partikuldrlésning ansétter vi y2 = An + B, och finner att da &r

Ynio— 4y 1+ 4y, = An+2)+ B—-4(A(n+1)+ B) +4(An+ B) = An —2A+ B

och alltsd dr A = 3 och B = 16+ 2A = 22, s& allménna l6sningen ar y, = (a+bn)2" + 3n + 22.

3. Bestim Maclaurin-serien till (1 — 2)~3 t.ex. genom termvis derivering av en kiind serie. Ange
ocksé konvergensradien.

Lisningsforslag: Vi vet att (1 —z)~! = 77 ja* for |2| < 1. Eftersom man far derivera inom
seriens konvegensintervall géller att

(1—2)"2%= kak_l
k=1

21 —2) 3 =) k(k—1)zF?2
k=2

och alltsa dr (1 —z)™% =377 1(k+2)(k+ 1)z* =1+ 3z + 62% + 1023... for |z] < 1.

4. Avgor om foljande serier dr konvergenta eller divergenta:

a)

I L
— n®+3n2 —1

Lésningsforslag: Eftersom n® +3n% —1 < n®+3n? < 4n® for allan > 1 ir ﬁ;_l > 1/n for
allan > 1, och da ger jamforelsekriteriet fér positiva serier att

ty Do, 1/n dr divergent (detta far anses kéint).

S dn e 1.
n=1 nd13n2—1 ar leergent,

(3p)

(3p)

(6p)

(3p)



i 2-3-..-(n+1)
=4-7T-10-...-(3n+1)

Lisningsforslag: Sitt a,, = % Da dr =2t = 3&111&-1 = 37;124 —1/3 dan — co.

Kvotkriteriet innebér att serien &r konvergent eftersom 1/3 < 1.

5. Bestam konvergensradien till féljande potensserier:

a)
> ot
n=0 (TL - l)l
Lisningsforslag: Serien kan skrivas Y -, a,z™ med a, = 1/((n + 1)!). Alltsa giller att
|an+1]/lan| =1/(n+2) = 0 da n — oo, vilket medfr att konvergensradien for serien &r oo,
d.v.s serien konvergerar for alla x € R.
b)
>
n=0 3"

Lisningsforslag: Har blir |an11]/|an] = (n+1)/(3n) — 1/3, d& n — oo och alltsd &r konver-
gensradien 3 och potensserien dr konvergent for |z| < 3.

6. Lat V vara rummet av kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, o0, och definiera skalirpro-
dukten

(f,9) = /OOO f(@)g(z)e " dx.

for f och g i V. Bestdm alla polynom av grad hogst 3 som &r ortogonala mot polynomet
p(z) =1+ =z.
Lésningsforslag: Genom partialintegration far vi att

/ e tdxr=1
0

/ ze *dx = [7:56,1];0 +/ e “dx =
0 0

(Sa rent allmint ar fooo zFe=® dr = k!). Ett allmiint polynom av grad hogst 3 kan skrivas
p(z) = a+ bx + ca? + d3, och med p(x) = 1 + x far vi

(p,q) = / (a—l—bx + cx? +dm3) (1+xz)e " dx
OOO
:/ (a+ (a+b)z+ (b+c)a® + (c+d)z’ + da*) e " da
0
=a+(a+b) +2(b+c) +6(c+d) + 24d = 2a + 3b + 8c + 30d.

Fér att fa (p, ¢) = 0 maste alltsd g(x) ha formen ¢(z) = —3b — 4c — 15d + bz + ca?® + da®, dér
b, c,d kan véljas godtyckligt.

(3p)

(3p)

(3p)

(7p)



7. Lat V vara det linjira rummet av 2 x 2-matriser, och 1at W vara mingden 2 x 2-matriser dir

d
géller att a+b=c+doch a+c=0+d. Visa att W ar ett linjart delrum till V', och ange en
bas for W.

- - . .. . a b
radsummorna &r lika och kolumnsummorna ar lika, d.v.s sddana att for en matris ( . )

Lésningsforslag: Antag att A = @92 ) heh B = b by bada ligger i W. D& géller att
as Q4 b3 b4

a1 + b1 as + b2
as + bg as + b4
(0,3 —+ bg) —+ (0,4 + b4) OCh (a1 “+ bl) + ((13 + bg) = (CLQ + bg) —+ (a4 —+ b4), men det fOl_]eI' av att
likheten giller om man bara tar a- termerna for sig och b-termerna for sig. Pa samma sétt ser
man att om A € R och A € W sa giller att N\A € W, sa W é&r ett linjart underrum. Alla

Z > i W uppfyller alltsa

A+ B = ( . Vi behover visa att A4+ B € W, dv.s att (a1 +b1) + (a2 +be) =

. a
maftriser ( c

at+b=c+d
a+c=b+d

Om man subtraherar de tva ekvationerna fran varandra far man b —c = c—1b, eller 2(b—c¢) = 0,
alltsa b = ¢. Om man adderar de tva ekvationerna och anvinder att b = ¢ far man 2a + 2b =
2b + 2d, och alltsa ar ocksa a = d. En allmén matris C' € W kan da skrivas

10 0 1
c_a(o 1>+b(1 0)
. . 1 0 0
Man ser att de tvd matriserna 0 1 och 1
bas. (6p)

) dr linjart oberoende, och de bildar en

O =

8. Formulera och bevisa en sats om gransovergang under integraltecken vid likformig konvergens.
Lésningsforslag: Detta ar en teoriuppgift, se boken f6r svar. (7p)

Lycka till!!
Bernt W.



