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Tentamen
TMA227 — Matematisk fordjupning
LGMAG62 — Matematik 6 for gymnasieldrare
Forslag pa 16sningar

Inga hjilpmedel tilldtna

Betyg LGMAG62: 20p for G, 35p for VG

Betyg TMA227: 20p for 3, 30p for 4, 40p for 5.

Bonuspodng fran duggan laggs till resultatet i den hér tentan. Motivera alla svar noggrant.

1. Avgor vilka av f6ljande serier som dr konvergenta:

a) >y n logl(n)2 .

Férslag pa lésning: Det ar en positiv, avtagande serie, och integralkriteriet kan anvindas.
Den integral man da jamfér med ar

o 1 < 1
[ e[ da
2 QflOg(.T) log(2) t

Detta &r en konvergent integral (med virde 1/log(2), och d&a medfér integralkriteriet att
serien &r konvergent.

b) Y (1)
Féirslag pd lésning: Serien kan skrivas som Y. - (—1)"a, dir a, = n’;j:,z = n—iﬂ For
n > 4 ar detta en positiv, avtagande foljd, och genom Leibnitz konvergenskriterium far vi
da att > ,(—1)"a, &r konvergent, och att ligga till de tre forsta termerna paverkar inte
konvergensen. Sa serien dr konvergent.

2. Lat C([—m,]) vara rummet av kontinuerliga funktioner pa intervallet —m < 2 < 7 och definiera
skaldrprodukten

(f,9) = i f(2)g(z) dz .

—T

Bestdm den ortogonala projektionen av f(z) = x pa det linjara delrummet av C([—m, 7]) som
spanns upp av {1,sinz, cosz}.

Férslag pé losning: Eftersom f(z) = x dr en udda funktion pa intervallet [—m, 7], och d& &r
(f,1) = (f,cos(z)) =0,
eftersom bade x x 1 och z cos(x) dr udda funktioner.
(f,sin(x)) = / zsin(z) dz = [z(—cos(z))]” . + / coszdx =2 + [sin(x)]" =27

Dessutom ar

(sin(x), sin(z)) = / " sin(z)? dz = / TloewsQ) o

—r - 2
s& projektionen av f pa det under rum som spénns upp av {1,sinx,cosx} ges av

(,sin(a))

in(z), sin(2)) sin(z) = 2sin(x).

(3p)

(6p)



3. a) For vilka reella = konvergerar potensserien >, %?

Forslag pa losning: Satt a,, = 1/log(n). Da giller att

i _ dogn) _ gl _ i
an, log(n+1) log(n)+log(1+1/n) log(l1+1/n)/log(n)’

och eftersom hogerledet konvergerar mot 1 da n — oo far vi genom kvotformeln for konver-
gensradie att denna &r 1. S& serien konvergerar for |z| < 1. D4 x = 1 &r serien divergent f6r
dé har vi serien > 7, @ som &dr divergent. For x = —1 far vi en alternerande serie med
termer som konvergerar mot 0, och alltsd medfor Leibnitz kriterium att serien ar konvergent
da. Alltsa dr serien konvergent for —1 < z < 1 och divergent for andra x. (3p)

2 n

b) Bestdm konvergensradien till serien » >~ , 2" ™.
Forslag pé losning: Sitt a, = 27* Da blir Api1/an = 2("'*‘1)2/2"2 = o(n+1)?—n® _ 92n42
oo d& n — oo. Alltsa ar konvergensradien for serien 0. (3p)

4. Lat A vara matrisen

2 10 -4 5
-3 2 4 -1 1
A= 1 4 4 -9 11

0o 7 8 —14 17

Ange dimensionen f6r virderummet V(A) och ange en bas for nollrummet N(A).

Férslag pa lésning: Genom radeliminering far vi

2 1 0 -4 5 1 4 4 -9 11

-3 2 4 -1 1 2 10 -4 5

1 44 -9 11|71 -324 -1 1|7

0 7 8 —14 17 0 7 8 —14 17
1 4 4 -9 11 1 4 4 -9 11
0 -7 -8 14 -17 0 -7 -8 14 -—17
0 14 16 -28 3¢ | [o o o o o
0 7 8 -—14 17 00 0 0 0

Rangen for matrisen A &r alltsa 2, vilket ocksa dr dimV (A). For att hitta en bas for N(A) 16ser
vi ekvationssystemet

r+4y+42—9%u+11lv =0
-7y —8z+ 1du—17v =0,

som kommer fran den radreducerade matrisen. Vi har tvd ekvationer och fem obekanta. Satt
z="Tr,u="7s,v="7t.Da blir

y=—8r+14s —17v  och
r=—4y — 4z 4+ 9u — 11v = 32r — 565 4 68t — 287 + 635 — 77t

=4r +7s —9t.
Alltsa ar
T 4 7 -9
y -8 14 —-17
z =r 7 + s 0 +t 0
U 0 7 0
v 0 0 7

En bas fér N(A) ges av de tre vektorerna som multiplicerar r, s och ¢. (7p)



5. Ange den allménna I6sningen till differensekvationen

Yn+3 — 2yn+2 - 4yn+l + 8yn =0.

(tips: man kan férsoka gissa en 16sning till den karaktéristiska ekvationen)

Férslag pa lésning Den karaktiristiska ekvationen &r 7" — 2r2 — 4r + 8 = 0. Genom att testa
finner man snart att » = 2 #r en I6sning, och genom polynomdivision att ekvationen blir
(r—2)(r* —4) =0, eller (r —2)%(r +2) = 0. Sa r = 2 ér en dubbelrot till den karaktéristiska
ekvationen och r = —2 &r en enkelrot. Da ges den allménna l6sningen till differensekvationen
av

Yn = A(=2)" + (Bn+C)2"

. Lat P vara det linjira rummet av alla polynom (med de vanliga definitionerna av addition
och skaldr multiplikation), och lat Ps vara méngden av polynom av grad hogst tre. Lat U
vara méngden av polynom av grad hogst 6 som bara har jaimna potenser. (s till exempel
p(x) =14z + 23 € P3, och ¢(z) = 2.5+ 22 — 0.925 € U, men p(z) ¢ U och ¢q(x) ¢ P3)

a) Visa att Ps och U &r linjéra underrum till P.
Férslag pa losning: Polynomet p = 0 ligger i bade P35 och i U. Om p; € P3 och py € Ps,
d.v.s dr polynom av grad hogst 3, sa giller samma sak fér p; + p3 och for ap; dir a ar
en godtycklig reell konstant. Av detta foljer att Ps &ar ett linjart underrum till rummet av
alla polynom. Antag nu att ¢y € U och qo € U, d.v.s. qi(x) = a1 + bia? + crz* + dya®
och qa(z) = as + bax? + coa* + doa® for reella koefficienter ay,as, by, ba,c1,co,dy, da. Da dr
q1(z) + @2(x) = (a1 + a2) + (b1 + b2)x? + (c1 + c2)z* + (di + d2)2b, s& q1 + g2 € U. Samma
géller om man multiplicerar ¢; med en konstant. Sa U &r ocksa ett linjirt underrrum.

b) Bestdm en bas till det underrum av P som ges av summan Pz + U.

Férslag pa losning: Om p € Ps och ¢ € U kan vi skriva

p(z) = a + bx + ca® + da®
q(z) = A+ Ba? + Ca* + Dab

sd p+ q ges av

(a4 A) + bx + (c+ B)2? + da® + Cx* + DS

Alltsa kan alla element i P5 + U skrivas som en linjirkombination av 1, z, 22, 23, 2* och 2.

Dessa sex polynom &r linjar oberoende eftersom de har olika grad och de bildar alltsa en bas
for Ps + U.

7. Lat A vara en m X n-matris, och 1at b € R". Antag att ekvationen Ax = b har en 16sning. Visa

att det inte kan finnas en 16sning till A7y = 0 som uppfyller y7'b # 0.

Férslag pa losning: Antag att ATy = 0. Da ér ocksa yTA = 0. Och Az = b medfér att
yT Az = yT'b, och om yT A = 0 maste ocksa y? Az = 0, d.v.s. y7b = 0. Alltsa #r det omdjligt
att samtidigt hitta 2 som Iser Az = b och y som léser ATy = 0 och uppfyller y7'b # 0.

. Formulera och bevisa Weierstrass majorantsats.

Firslag pa lésning: Se kurslitteraturen for svar.

Lycka till!!
Bernt W.



