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Kapitel 1

Talteori

1.1 Kinesiska restsatsen

1.1.1 Introduktion

Vi ska nu titta pa system av kongruenser. Ett sddant kan exempelvis se ut sa hér:

Vi letar alltsa efter ett heltal x som uppfyller bada kongruenserna samtidigt. Man verifi-
erar ldtt att x = 8 dr en 19sning till ovanstdende system, och man kan ocksa se att faktiskt
alla heltal pa formen x = 8 + 15k dér k € Z 19ser systemet. Vi kan alltsa sdga att Iosningen
till systemet dr x =8 (mod 15).

Det var ldga tal i detta exempel, s4 man kunde néstan gissa 16sningen. Men hur 16ser
man denna typ av system i allmanhet?

1.1.2 Metod 1: Substitution i diofantiska ekvationer

Vi demonstrerar en l6sningsmetod pd systemet ovan.

Den 6vre ekvationen kan skrivas om till en linjar diofantisk ekvation i tvd variabler som
x-1+y-3=2.

Denna har vi en standardmetod for att 16sa genom att anvanda Euklides algoritm. Re-
sultatet blir att mangden 16sningar (x, y) blir

{(2+3k,—k) | k e Z}.

I detta exempel struntar vi dock i vilket vdarde y har, det viktiga ar att x = 2 + 3k 16ser
ekvationen for varje k € Z. Detta kan vi ocksa se direkt i vart fall dd talen dr sa sma.

Harnést stoppar vi in x = 2 + 3k i den nedre ekvationen och skriver om till en diofantisk
ekvation:

x=3 (mod5) © x+2z-5=3 & 2+k-3+z-5=3 & k-3+z-5=1.

Detta dr nu en diofantisk ekvation i variablerna k och z. Nu kan vi 1losa denna med
Euklides algoritm. Resultatet blir att alla 16sningar ges av

(k,z)=(2+5n,-1-3n)darne Z.
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Vi struntar i vad z dr, men vi kan nu hitta alla 16sningar x till systemet:

x=2+3k=2+3(2+5n)=8+15n & x=8 (mod 15).

Kinesiska restsatsen
Antag att n; och n, ar relativt prima. Da har foljande system en unik 16sning
modulo rnyn,.

x=a; (mod n)
x=a, (mod ny)

Bevis

Varje 16sning till 6versta ekvationen har form x = a; +kn; for ndgot k € Z. Detta ger
i andra ekvationen a; +kny +zn, = a; & kny+zn, = a, —ay. Eftersom ged(ny,n;) =1
sd har enligt Euklides algoritm ekvationen en 16sning dér k = kg + wn, dér k, dr en
16sning, och w € Z. Atersubstitution ger

x=ay+ (kg +wny)n; =a; +kon; +wniny) weZ < x=ay+kgny (mod nyn,).

Det finns alltsd en unik 16sning modulo produkten 7,7, vilket vad var som skulle
bevisas.

Satsen kan ocksa anvéndas iterativt for system av fler dn tva ekvationer. Lat ny,n,, 13
vara parvis relativt prima och betrakta systemet

x=a; (mod n)
x=a, (mod n,)
x=az (mod nz).

Enligt kinesiska restsatsen kan vilosa de oversta tva ekvationerna - 1osningen far formen
x=b (mod nyn,). Vi far nu systemet

x=b (mod niny)

x=a3 (mod nj).
Eftersom n3 saknar gemensam delare med bade n; och 1, sa &r dven gecd(ny, nynz) = 1.
Darfor kan vi tillampa Kinesiska restsatsen en géang till, och far en unik 16sning modu-

lo produkten ny1,n3;. Samma idé kan upprepas godtycklingt mdnga ganger. Vi har nu
bevisat foljande foljdsats:

Foljdsats
Antag att ny,1,,...,n; r parvis relativt prima. Da har systemet

x=a; (mod ny)
x=a, (mod ny)

x=a; (mod ny)

en unik 16sning modulo produkten nyn, ---n;.
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Samma lésningsmetod som ovan fungerar ocksa, fast man far upprepa den en extra gang
for varje ny rad i systemet.

1.1.3 Metod 2: Formel via inverseri Z,,

Det finns en annan metod att l10sa system av kongruenser som kan vara snabbare, men
svarare att memorera. Vi vill dter 16sa systemet

x=a; (mod np)
x=a, (mod ny)
x=a; (mod ny)
Vi definierar N = 1y -1, ---n; och for varje index 7 infér vi N; := N/n;. D& dr N; produkten
av alla ny,...,n; utom n;. Eftersom n; och N; &r relativt prima sd dr N; inverterbarti Z,,,
vi kan alltsa hitta tal b; som uppfyller
b;-N;j=1 (mod n;) Vi.
Nu kan vi direkt skriva ned 16sningen till ekvationen:
x=a1by Ny +abyNy +---+a;b;N;  (mod nyny---ny).
Vi ser att detta adr en 16sning eftersom modulo #; blir
X= al(Nl_lNl) +n;(termer)=a;-1=a; (mod ny),

dédr vi anvénde att by = Ny U och att #; delar var och en av N5, N3,...,N;. Samma rakning
fungerar for varje kongruens. Enligt Kinesiska restsatsen blir denna 16sning unik modulo
N.

Vi formulerar detta som en sats:

Nar ny,...,n, ar parvis relativt prima har systemet
x=a; (mod ng)
x=a, (mod n,)
x=a; (mod ny)
den unika l6sningen
x=a1byNy +arbyNy +---+a;b;N; (mod N),

dédr N =ny -ny---n; och N; = N/n; och talen b; uppfyller b;N; =1 (mod ;).

Satsen ger en algoritm for att I6sa kongruenssystemet:

1. Berdkna talen N och Ny, N,,...N;

2. For varje i: Hitta b; sd att b;N; =1 (mod n;). Detta kan goras genom att gissa eller
med Euklides algoritm.



6 KAPITEL 1. TALTEORI
3. Skriv ned 16sningen x = a;b; Ny + a,b,Ny +--- +a;b,N; (mod N)
4. Reducera uttrycket for x sd att 0 <x <nynp---n;

5. Testa din 16sning!

Exempel 1.1

Los kongruenssystemet

x=2 (mod 3)
x=1 (mod 4)
x=3 (mod 5)

Losning:

3,4, 5 dr parvis relativt prima, sa systemet har en unik 16sning modulo N = 3-4.5 =
60. Vi har (ny,n,,n3) = (3,4,5) sa (N1,N,,N3) = (20,15,12). Vi hittar nu inverser,
eftersom talen dr sma ar det latt att gissa inverserna.

b-20=1b;-2=1 (mod 3) sd vi véljer I6sningen b; = 2.

b, 15=1b,-3=1 (mod 4) sd vi viljer 16sningen b, = 3.
b;-12=1ob3-2=1 (mod 5) sd vi véljer I6sningen b3 = 3.

Enligt satsen ges en 10sning till systemet av

x=ayb Ny +a)byNy +a3bsN; =2-2-20+1-3-15+3-3-12 = 80+ 45+ 108 = 233.
Och alla 16sningar ges av x = 233 (mod 60). Vi kan dock reducera modulo 60 och
svara:

Svar: Systemets 10sning dr x = 53 (mod 60).

Systemet hade ocksa kunnat 16sas med den gamla metoden - 16s varje rad och substituera
i ndsta. Notera att det dr enkelt att testa sin 1osning!

1.2 Eulers p-funktion

Eulers ¢-funktion (“fi-funktion”) dr anvandbar for att berdkna kongruenser av hoga po-
tenser, och 4ven inom RSA-algoritmen.
Den grekiska bokstaven “fi” kan ocksé skrivas ¢.

Definition 1.1

Funktionen ¢ : Z, — Z, definieras for varje positivt heltal n av
p(n) = | {al|1 <a<mnoch ged(a,n)=1} |

Med andra ord dr ¢(n) antalet tal mellan 1 och #n som saknar gemensamma prim-
faktorer med n.

(Har ar Z, =({1,2,3,...} de positiva heltalen).
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Exempel 1.2

Vi har
(p(g) = |{1121 4) 5; 71 8}| = 6

¢(10) =1{1,3,7,9}| = 4
¢(11)=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}| = 10
¢(12)={1,5,7,11}| = 4

Vi ser att om p ar ett primtal sd far vi ¢(p) = p — 1. Man kan ocksa resonera sig fram till
att (p*) = p¥ — p¥=1 = p*¥=1(p — 1). Det géller ocksa att (ab) = (a)@(b) nar ged(a,b) = 1.

Eftersom varje tal n kan primtalsfaktoriseras som n = p’f‘ pgz - -p]:‘ sd far vi enligt ovansta-
ende regler

kl—l(

o) = o(p") - o(pt)-- (i) = p " (pr = 1) - Py (P2 - 1)---py (- 1),

Omn = pll(1 p];2 e pf‘ ar primtalsfaktoriseringen av talet n s& géller

k- Por= k-
@) =py' " (p1 = 1) p5 (p2=1)--p " (pr - 1).
Exempel 1.3

Vi har
P(27)=(3°)=3%3-1)=8-2=16

(100) = p(225%) =21 (2-1)-5'(5-1)=2-20 =40
e(221) = (13-17)=13°13-1)-17°(17-1)=12-16 = 192

Det &r alltsa latt att rdkna ut ¢(n) sd lange vi vet primtalsfaktoriseringen av n. Anled-
ningen till att man vill kunna berdkna ¢(n) dr kanske fraimst for att berdkna potenser i
kongruensrakning. Detta bygger pa foljande kdnda sats:

Eulers sats:
Antag att a och n &r relativt prima. D4 har vi

a?™ =1 (mod n).
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Bevis

Lét x1,x),...,X¢(n) vara de tal mellan 1 och n som &r relativt prima med n. Lét a
vara ett tal med gcd(a,n) = 1. Da ar

{x1, %2, ., Xp(m)} = {ax1, axy, ..., 4xp(n))} (som delméngder av Z,,).

Multiplikation med a permuterar (flyttar runt) alltsd bara talen x;, médngderna &r
samma. Men dé dr ockséd produkten 6ver de tvd méngderna sammaiZ,:

() @(n) (n)

xX; = ]_[axi =a?M | |x;.

i=1 [}

5
5]

1

L
—_
Il
—_

Eftersom varje x; dr inverterbart i Z,, kan vi cancellera de tva lika produkterna och
vi far a? =11 Z,, vilket dr ekvivalent med vad vi skulle bevisa.

Innan vi borjar anvinda detta for att rdkna ser vi att vi nu kan bevisa en annu mer kand
sats som en enkel foljdsats.

Fermats lilla sats:
Naér p ar ett primtal sa géller

a’P =a (mod p).

for alla heltal a.
Alternativt kan vi skriva ! =1 (mod p) som giller sa fort p [ a.

Bevis

Efter reduktion modulo p kan vi anta 0 < a < p. Om a = 0 &r satsen trivialt sann.
Annars ar ged(a, p) = 1 och enligt Eulers sats har vi

1=a?P =aP"! (mod p).

Efter multiplikation i bdda led med a4 &r satsen bevisad.

Vi kan nu tack vare Fermat enkelt rdkna ut hoga potenser modulo primtal. Modulo tal
som inte dr primtal kan vi anvdnda Eulers sats istédllet som foljande exempel visar:
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Exempel 1.4

1. Beridkna 2'?3 modulo 5.
2. Berikna 89?1?21 Z,.
3. Berdkna 7'%° modulo 15.
4. Berakna de tvé sista siffrorna i 32°°
Losning:
1. Enligt Fermat &r 2% = 1 (mod 5). Eftersom vi kan skriva 123 = 4-30 + 3 far
vi darfor
2123 = 943043 (34130 23 = 1308 =3 (mod 5).
2. I1Z; havi 89 =5. 54 vi gor som pa forra uppgiften:

89212 5212 5635+2 (5 )35 52 135 25 =4 127

3. Vihar ¢(15) = (5-1)(3-1) = 8. Sa eftersom 7 och 15 &r relativt prima far vi
enligt Euler 78 =1 (mod 15), och dérfor har vi

7100 = 781244 = (78)12 74 =74 =72 .72 =4.4=1 (mod 15)

4. De tva sista siffrorna ar talets rest modulo 100, sa svaret fas genom att be-
riakna 32501 Z, . Vi har ¢(100) = 40 enligt exemplet ovan, sa

3250 = 340-6+10 — 1. 310 — (35)2 = 2432 = 432 = (40 + 3)? = 1600 + 240 + 9 = 49.

Slutsiffrorna blev alltsa 49.

Som man sdg i exemplet dr det ibland fortfarande svart att rdkna ut potenser ndr man
tittar modulo hoga tal.

I sddana fall kan man anvidnda sig av metoden med successiv kvadrering. Vi visar med
ett exempel (som liknar det ovan).

Exempel 1.5

Vi ska berdkna 3%” modulo 100.

Vi borjar med att i Z, o berdkna 32,34, 38,316 och sa vidare. Varje potens fas enkelt
genom att kvadrera foregdende och reducera modulo 100. Vi berdknar potenser
tills potensen skulle overstiga 37:

32-9 3*=81 3%=61 316=21 332-41.
Skriv nu 37 binéart: Vi har 37 = (100101), = 32+ 4 + 1. Dérfor har vii Z;
337 = 332+4+1 _ 332 34 31 _41.81.3=81-23=63,

dér vi dteranvinde vara tidigare potensberdkningar. Slutsats: 337 = 63 (mod 100).

Samma metod fungerar modulo andra tal &n 100, men det blir lite krdngligare att berak-
na resterna.
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Fermats lilla sats kan ocksd anvéndas till ett enkelt primtalstest.

Fermats primtalstest
Lét p vara ett heltal. Om det finns ett tal a sd att a? z a (mod p) sd &r p inte ett
primtal.

Bevis

Satsen &r precis det kontrapositiva pastaendet till Fermats lilla sats!

Notera dock att bara for att det géller att a2’ = a (mod p) for alla a sa behover inte p vara
ett primtal! Det finns sammansatta tal som uppfyller a? = a (mod p) for alla a - sddana
kallas Carmichael-tal. Det minsta Carmichael-talet dr 561.

Exempel 1.6

Ar p = 48189803 ett primtal? Ar 4793317 ett primtal? Vi testar med en dator att
2P = 35066457 (mod p). Darfor dr p inte ett primtal.

Vi testar ocksa att 29 = 2 (mod g) - men vi kan inte dra ndgon slutsats. Vi testar
ocksa att 37 = 3 (mod g), men hur manga test vi dn gor sa kan vi inte dra slutsatsen
att g ar ett primtal.

Observera att trots att vi lyckades visa att p inte &r ett primtal sa ger testet ingen infor-
mation av vilka faktorerna kan vara!

1.3 RSA-algoritmen

1.3.1 Introduktion

Det ar viktigt att kunna kommunicera pa ett krypterat sétt, sa att &ven om ndgon avlyss-
nar meddelandet sd dr informationen otydbar.

For att dstadkomma detta i modern tid publicerade Rivest-Shamir-Adleman sin RSA-
algoritm. Den bygger pa att alla har en hemlig och en offentlig “nyckel” (som egentligen
bara &r stora tal).

Alla kdnner varandras offentliga nycklar, men ingen kanner till ndgon annans hemliga
nyckel. Om Bob vill skicka ett hemligt meddelande till Alice sa kan han anvianda Ali-
ces offentliga nyckel for att designa ett krypterat meddelande. Meddelandet kan sedan
skickas pa dppna kanaler, och endast Alice kan med sin hemliga nyckel avkoda medde-
landet.

Algoritmen bygger pa det faktum att det &r praktiskt sett omgjligt att givet en produkt
n = pq av tva stora primtal kunna hitta de tva faktorerna p och q.

1.3.2 Fran text till heltal och tillbaka

Algoritmen jobbar endast med tal, s& for att skicka ett textmeddelande behover man forst
komma Overens om ett sitt att Oversatta mellan text och heltal. Detta kan man komma
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overens om offentligt - man kan ju exempelvis para ihop tecken med tvasiffriga heltal
enligt
(A,B,C,...) < (10,11,12,...)

och sedan andra tecken med

(mellanrum,punk komma,streck kolon,fragetecken,utropstecken,...) < (40,41,...).

Sedan sldr man bara ihop meddelandet till ett enda stort heltal, exempelvis far vi
“hej!” «— 17141946

Om meddelandet blir fér langt delar man upp det i bitar av forutbestimd storlek, och
krypterar t.ex. 20 tecken at gadngen. Detta steg dr inte sa intressant fran en matematisk
synvinkel.

1.3.3 Nyckelgenerering

Om man vill delta i RSA-samhallet behover man skapa sin offentliga och hemliga nyckel.
Detta gor man sahér:

1. Valj tva stora primtal p och g.
2. Berédkna heltalen n = pg och ¢(n) = (p—-1)(q—1).

3. Vidlj ett heltal esd att 1 <e < (p—-1)(q—1) och sa att gcd(e,(p—1)(g—1)) = 1. Din
offentliga nyckel ar heltalsparet (7, e) - publicera dessa tal oppet.

4. Hitta det minsta positiva talet d sd att d-e =1 (mod (p — 1)(q — 1)). Din hemliga
nyckel bestdr av detta tal 4 - hall talet for dig sjdlv. Talen p,q,(p —1)(q — 1) behdvs
inte i avkodningen men maste ocksd hemlighallas eftersom de kan anvéndas for
att berdkna d.

Nu har du alltsa skapat en offentlig nyckel (#, e) och en hemlig nyckel d. Pa webbplatser
som anvander RSA-kryptering anvands idag tal n i storleksordningen 2048 bits. Detta
gor det praktiskt omajligt att hitta dess faktorer p och g.

1.3.4 Kryptering

Sdg nu att man vill skicka mig ett hemligt meddelande. Man hiamtar da min offentliga
nyckel (n,e). Man skriver sedan om meddelandet som ett heltal M. Har méste M < n,
annars far man bryta upp meddelandet i stycken.

Sedan berdknar man C = M° (mod n), detta gar snabbt for en dator. D4 blir M alltsa ett
heltal < n, vart krypterade meddelande. Detta kan man skicka till mig 6ver en 6ppen
kanal.

1.3.5 Avkryptering

Jag mottar meddelandet C. Jag anvinder sedan min hemliga nyckel d for att berikna C*
(mod n). Resultatet blir det ursprungliga meddelandet M.
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1.3.6 Bevis for att det fungerar

Det enda som ska bevisas ar att verkligen C 4=M (mod n).

Atted =1 (mod ¢(n)) innebér att ed — 1 = k - ¢(n). Darfor blir

Cc?= (M) =M = M M = MPWR M = (MPE M =1F M =M (mod n).

(Héar antog vi i implicit i radkningen att M inte var delbart med p eller g, men man kan
verifiera att resultatet ocksa géller i dessa specialfall)
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Ovningsuppgifter

Problem maérkta * &r lite svarare, hoppa 6ver dem om du fastnar.
Problem markta (T) &r tagna frdn gamla tentor (ej nddvandigtvis frdn denna kurs).

1.1 Los vart och ett av foljande kongruenssystem genom att gissa en 19sning.

x=1 (mod 2) x=7 (mod 101) x=0 (mod 2)

(a) (b) (€)jx=1 (mod 3)
x=4 (mod 5) x=2 (mod 5)

x=1 (mod 5)

1.2 (T) Los kongruenssystemet

x=3 (mod 4)
x=2 (mod 5)
x=4 (mod 9)

Genom

(a) Successiv substitution.
(b) Formeln i Sats 1.3

1.3 Los foljande ekvationssystem

(@) x=7 (mod 11) (b) X
“Nx=10 (mod 26) X

8 (mod 20)
5 (mod 49)

1.4 (T) Los kongruenssystemet

1 (mod 4)
2 (mod 9)
3 (mod 25)

X
X
X

1.5 * Los vart och ett av foljande kongruenssystem.

(@) {xfl (mod 6) (b) {x f 1 (mod 6)
x=1 (mod 15) x=2 (mod 15)

1.6 Sun-Tzu som ursprungligen formulerade satsen hade som exempel f6ljande pro-
blem (fritt oversatt):
Det finns ett par saker av okint antal.
Om vi grupperar dem i hogar om tre sd blir tod dver.
Om vi grupperar dem hogar om 5 sd blir tre dver.
Om vi grupperar dem i hogar om 7 sd blir tvd over.
Hur mdnga saker har vi?
Los Sun-Tzus problem!

1.7 Hitta alla 16sningar till foljande ekvationssystem

x=2 mod3
= mod 5
x=3 mod?7

x=8 modl1l
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1.9

1.10

1.11
1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18
1.19

1.20
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Berdkna ¢(30) genom att skriva ned alla element i mdngden

{a]l1<a<30och ged(a,30) =1}.

Berikna

(a) p(13-11)
(b) ¢(3%)
© @(99)
(d) ¢(5°-312)

Det finns en alternativ formel for att berdkna ¢(n): om n = pllcl p];z -pft sd har vi
pimy=n-(1-L)1-L).(1-1)

(a) Berdkna ¢(11-13) med formeln
(b) Berdkna ¢(18) och ¢(36) och ¢(72) med formeln

(c) Bevisa att formeln dr sann!
* Hitta alla tal n som uppfyller ¢(n) = 75

Anvand Fermats lilla sats for att berdkna 2947 modulo 13. Ditt svar skall ligga
mellan 0 och 13.

Anvind Eulers sats for att berdkna 2223 modulo 15. Ditt svar skall ligga mellan 0
och 15.

Anvind Eulers sats for att berdkna 41%37 modulo 12. Ditt svar skall ligga mellan 0
och 12.

* Los ekvationen x!%3 = 4 (mod 11).
Tips: Anviind forst Fermats lilla sats for att forenkla ekvationen

Med en dator har vi berdknat att ett par kongruenser haller:

(a) 5412899590618 = 2265131892 (mod 2899590619) kan vi dra ndgon slutsats om
huruvida talet 2899590619 ér ett primtal eller sammansatt?

(b) 7784325556 = 1 (mod 784325557) kan vi dra ndgon slutsats om huruvida talet
784325557 ar ett primtal eller sammansatt?

(c) 31512461 = 31 (mod 512461) kan vi dra nigon slutsats om huruvida talet
512461 &r ett primtal eller sammansatt?

Beridkna 173! modulo 241 med successiv kvadrering. Ditt svar skall ligga mellan
0 och 240. Anvind en enkel minirdknare till denna uppgift!

Bestam de tv4 sista siffrorna i talet 43451

En student ska berikna 13%° i Z;,. Studenten skriver:
Eftersom 13 =20ch 25=31i 7y, firvi 13 =23=8i 7,
Forklara vad som é&r fel i studentens argument.

I den hédr uppgiften ska du ga igenom RSA-algoritmen for sma primtal, notation dr
som i texten ovan. Du ska forst generera ditt nyckelpar. Du har valt de tva primta-
lenp=11o0chg=3.
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(a) Berdkna n och ¢(n).

(b) Du véljer e = 3. Verifiera att e och ¢(n) ar relativt prima.

(c) Berdkna d, alltsd det minsta positiva tal som uppfyller ed =1 (mod ¢(n)).
(d) Skriv ned din offentliga och hemliga nyckel.

(e) Ndagon vill skicka meddelandet M = 7 till dig. Vad blir det krypterade med-
delandet?

(f) Du tar emot det krypterade meddelandet C frén forra deluppgiften. Anvand
din hemliga nyckel for att avkryptera meddelandet och verifiera att det blir
korrekt.

1.21 Gaigenom samma steg som i foregdende uppgift fast med talen

(p,9,e,M) =(13,7,5,50)

1.22 I nyckelgenereringen vid RSA véljer man p = 67 och q = 71. Vilket &r det minsta
talet e som man kan vélja som del av sin offentliga nyckel?

1.23 * Alices offentliga RSA nyckel &r (n,e) = (6588529,23). Alice hemlighaller fakto-
rerna for n, men Eva har lyckats fa reda pa att ¢(n) = 6583284. Hjilp Eva att fakto-
risera n! Skriv sedan ned en allmén algoritm f6r hur man givet n och ¢(#n) kan hitta
pochg.
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Kortfattade svar till 6vningsuppgifterna

1.1

1.2
1.3

1.4
1.5

1.6
1.7
1.8
1.9

1.10

1.11
1.12
1.13
1.14
1.15

1.16

117
1.18
1.19
1.20

(a)x=9 (mod 10) (b)x=7 (mod 505) (c)x=16 (mod 30)

x =67 (mod 180)

(a) x=62 (mod 286) (b) x =348 (mod 980)
x =353 (mod 900)
Observera att gcd(15,6) # 1, Kinesiska restsatsen haller inte!

(a)x=1 (mod 30) (b) Losning saknas.

23 + 105k saker for nagot k € IN.
x =206 (mod 1155)
¢(30)=1{1,7,11,13,17,19,23,29)| = 8

(a) 120
(b) 162
(c) 60
(d) 93000

(a) 120

(b) 6 och 12 och 24

(c) Tips: Tank forst vad formeln sager nar n ar en primpotens: n = p*
n e {2Kk > 0}

9

13

5

x=5 (mod 11)

(@) 2899590619 dr sammansatt enligt Fermats primtalstest.
(b) Vi kan inte dra ndgon slutsats av testet. (784325557 r faktiskt ett primtal)

(c) Vikan inte dra ndgon slutsats av testet. (512461 ar faktiskt sammansatt)
28
07
Man kan inte reducera exponenterna pa det viset vid modulordkning.

(@) n =33 och ¢(n) = 20.
(b) 20=2-2-5,sd gcd(3,20) = 1.
(c)d=7
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(d) Offentlig nyckel: (33, 3). Hemlig nyckel: 7
(e) 73 =13 (mod 33). C=13.
(f) C* =137 =7 (mod 33), stimmer.

1.21 G& igenom samma steg som i foregdende uppgift fast med talen
(p’q’e’M) = (13' 71 51 50)

(@) n=91och ¢(n) =72.

(b) gcd(72,5)=1.

(c) d=29

(d) Offentlig nyckel: (91,5). Hemlig nyckel: 29
(e) 50° =85 (mod 91). C = 85.

(f) C% =852 =50 (mod 91), stimmer.

122 e=13

1.23 6588529 =2083-3163
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Kapitel 2

Binara operationer

2.1 Introduktion

De reella talen &r bra till mycket. Med deras hjdlp kan man méta avstand, hastigheter,
berdkna rantekostnader, forandringshastigheter och sa vidare. I vissa sammanhang be-
héver man dock rikna péd andra sétt.

Vad dr klockan dr 75893498 timmar till exempel? Adderar vi 24 timmar visar ju klockan
samma sak, sa i denna situation hade det varit béttre att ha ett talsystem dar 24 = 0. Har
kan man utfora berdkningarna i gruppen (Z,4,+).

De komplexa talen &r ett vilbekant talsystem som har médnga tillimpningar, de dr ex-
empelvis speciellt anvandbara inom signalbehandling, kontrollteori, elektromagnetism,
kvantmekanik, och fluidmekanik.

Inom en del av kemin rdknar man med en typ av symmetrigrupper for att analysera kri-
staller. Har bestdr varje “tal” av en symmetri, och tva sddana symmetrier kan kombineras
for att forma nya symmetrier.

Kvaternioner dr ett talsystem som pdminner om de komplexa talen, fast istéllet for en
imagindr enhet i s har man tre olika, 7, j, k. Kvaternionerna kan anvandas for att be-
skriva rotationer i rummet och har darfor tillimpats for berdkningar inom bland annat
aerodynamik, navigation, datorgrafik, och molekylardynamik.

For att forsta dessa typer av talsystem, eller algebraiska strukturer méste man glomma
mycket som man tar for givet vid rakning med reella tal.

2.2 Bindra operationer

Definition 2.1

En binidr operation pa en méngd M &r en funktion f : M x M — M.

En bindr operationen tar alltsa tvé stycken element i M och producerar ett tredje element
i M. Man brukar inféra en symbol som t.ex. * for den bindra operationen och sedan
skriva ax b istdllet for f(a,b).

Vanlig addition, subtraktion, och multiplikation dr exempel pa bindra operationer pa RR.
Har kan man ocksa ersiatta R med Z , Q, eller C. Notera dock att vi inte kan definiera
operationen “subtraktion” pd de naturliga talen IN - en bindr operation pa IN ska ju for
varje par av element i IN ge ett nytt element i IN, men vi har t.ex. 3—5 & IN.

19
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En méangd M tillsammans med en binédr operation * kallas ibland fér en magma, och
vi skriver (M,*) for magman for att podngtera att den bestar bide av en méangd och en
binér operation pd midngden. Det hinder ocksa att man har tva olika binédra operationer
pd samma mangd: t.ex. ar “heltalen med addition” (Z,+) en annan algebraisk struktur
an “heltalen med multiplikation” (Z, -). Man kallar ofta bindra operationener fér “multi-
plikation” d&ven om den inte behover ha ndgot med vanlig multiplikation att gora.

Ett enkelt exempel dr “sten-sax-pdse magman” nedan. Var mangd bestdr hir av tre ele-
ment:

Vi definierar en bindr operatinen * pa M genom att bestimma att produkten av tva

element dr vinnaren i sten-sax-pase, t.ex. % * “\,E = @ Det kan ju ocksa bli oavgjort, sa
vi definierar dven O\'E * %E = %E och sa vidare.

Om méingden M &r dndlig kan man precis som med vanlig multiplikation beskriva ope-
rationen * med hjalp av en “multiplikationstabell” hir skriver vi elementet a*x b i a’s rad
och b’s kolonn. S hir ser multiplikationstabellen ut for sten-sax-pase-magman:

B
E

2 4 @
- 2.

2.3 Bindra operationers egenskaper

Lagg marke till att ett uttryck av formen a % b % ¢ saknar entydig betydelse: en bindr
operation tar ju tva element i midngden och producerar ett tredje, sd vi kan antingen
berdkna a* (b * c) eller ax (b* c) - det kan hdnda att dessa faktiskt ger olika resultat.
Notera t.ex. att i sten-sax-pdse magman sa har vi

‘%*((}\g * )i(%ﬁ){ )*

hér blir ju vansterledet % medan hogerledet blir |/ . Detta dr en ganska ovanlig egen-

skap bland matematiska objekt.

Definition 2.2

En binér operation pd M kallas associativ om

(axb)*c=ax(bxc)forallaa,b,ceM.
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Man sédger da ocksd att magman &r associativ. I en associativ magma kan man alltsa
skriva a* b * ¢ utan att det blir otydligt eftersom det d4 inte spelar ndgon roll var man
sdtter parenteserna.

Magman (Z, +) dr associativ och vi kan skriva ett uttryck som 1 + 5 + 7 utan parenteser
eftersom (1 +5)+7=1+(5+7).

A andra sidan 4r magman (Z,-) inte associativ. Ett uttryck av formen 8 — 3 — 2 saknar
entydig betydelseEIeftersom 3=(8-3)-2=#8-(3-2)=7.

Definition 2.3

En binér operation pd M kallas kommutativ eller abels]<E|om

axb=bxaforallaabeM.

Sten-sax-pdse magman ovan dr faktiskt kommutativ. Vi 4r mest vana att rdkna med kom-
mutativa operationer: t.ex. dr (R, +) och (IR, -) kommutativa. Men vi kdnner ocksa till flera
exempel pa icke-kommutativa operationer. Subtraktion och division &r t.ex. inte kommu-
tativa, och matrismultiplikation fran linjdr algebra &r inte heller kommutativ.

Definition 2.4

Antag att x dr en bindr operation pa M. Om det finns ett element e i M som upp-
fyller e x = x = x % e for alla x € M sa kallas e for ett identitetselement i (M, *).

Nar vi betraktar heltalen med multiplikation (Z,-) sa &r heltalet 1 ett identitetselement
eftersom 1-x = x = x-1 for alla heltal x.

Om vi istdllet betraktar heltalen med addition (Z, +) sa ar heltalet 0 ett identitetselement
eftersom 0+ x = x = x + 0 for alla heltal x.

Exempel 2.1

Lat M,,, vara mdngden av 2 x 2-matriser med koefficienter som ér reella tal. Pa
denna méngd definierar man en bindr operation som kallas matrismultiplikation

enligt foljande:
a bl |x y|_|ax+bz ay+bw
c d| |z w| |cx+dz cy+dw

Med denna bindra operation blir I = [(1) (1)] ett identitetselement.

Nu tittar vi pa en rent abstrakt struktur ({9, -, @},*) dér + beskrivs av multiplika-
tionstabellen nedan

XK

1Det 4r dock vanligt att man dnda infor konventioner for hur uttryck av formen 8 — 3 — 2 ska beriknas. En
dator berdknar exempelvis sddana uttryck fran vénster till hoger, alltsa (8 — 3) — 2.

2Efter den norska matematikern Niels Henrik Abel (1802-1829) som bland annat studerade denna typ av
algebraiska strukturer.
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Hér kan vi utldsa fran tabellen att ® ir ett identitetselement: att multiplicera ett element

x med ® ger alltid resultat x.

Sten-sax-pdse magman dr ett exempel pa en algebraisk struktur som inte har ndgot iden-
titetselement.

Det kan aldrig finnas mer dn ett identitets-element i en f6r en bindr operation.

Bevis

Vi gor ett motsdgelsebevis. Antag att e och f ar olika identitetselement i (M, *). D
galler

e=fxe=f,

i forsta likheten anvande vi att f &r ett identiteselement, och i andra likheten att
anvande vi att e dr ett identitetselement. Alltsa dr e = f vilket dr en motsédgelse.
Alltsa kan det inte finnas mer dn ett identitetselement.

Definition 2.5

Antag att e dr ett identitetselement i (M,*), och 1at a € M. En invers till a dr ett
elementbe M sd attaxb=e=bxa.

Om b &r en invers till a sa blir ju automatiskt ocksa a in invers till b enligt definitionen, vi
sdger att a och b ar varandras inverser. Oftast anvander man notationen a~! for inversen
till 4, om den bindra operationen &r relaterad till vanlig addition sa skriver man ibland
istdllet —a for inversen till a.

Har foljer ett antal exempel.

Exempel 2.2

e [(Z,+) ar 0 identitetselement. Inversen av ett heltal a dr —a eftersom a+(—a) =
0. Varje heltal har alltsd en invers under operationen +.

e [(Z,) ar 1 identitetselement. Har galler 1! = 1 och (-1)~! = -1, men alla
andra heltal saknar inverser under -.

* [(Q,)éar 1 identitetselement. Har géller (%)‘1 = % nér a,b # 0 eftersom ¢ -

1. Detta innebdr att alla element utom 0 har en invers i (Q, -).

QS

Precis som man kan prata om identitets-element for en bindr operation kan man ocksa
prata om noll-element. Vi sager att n ar ett noll-element f6r en bindr operation * pd& M om
x+n=nochnx+x=nforallaxeM.

Exempelvis ser vi att 0 dr ett noll-element i (Z,-), och noll-matrisen dr noll-element
i (Matyxy(IR),-). A andra sidan dr (Z,+) och sten-sax-pase-magman exempel dar noll-
element inte existerar.
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24 Grupper

Definition 2.6

En grupp (G, *) dr en méngd G tillsammans med en bindr operation * pa G som
uppfyller foljande tre villkor:

* Operationen * &r associativ, d.v.s. (ax b)*c=ax (bxc) forallaab,ceG.

e Det existerar ett identitetselement for x d.v.s. det existerar ett e € G sa att
exa=a=ax*e forallaaegG.

* Varje element i G har en invers d.v.s. for alla a € G s8 existerar a! € G med
axal=e=alxa

. J

Ibland inkluderar man ocksa villkoret att (G, %) ska vara sluten, alltsd att g% h € G for
alla g,h € G, men egentligen foljer det av det faktum att * &r en bindr operation pa G.
Om det dr underforstatt vilken bindr operation * man pratar om sager man ocksd att G
dr en grupp ndr man menar (G, *).

Som exempel noterar vi att (Z,+) och (IR, +) och (Q, +) alla dr grupper. Addition &r asso-
ciativ i samtliga fall, identitetselementet dr 0 i samtliga fall, och inversen av ett element
a ar —a.

(IR,-) dr inte en grupp: associativitet géller och identitetselement finns, men 0 saknar in-
vers: inget element multiplicerat med 0 kan bli 1.

Tar vi bort nollan far vi dock en grupp, det vill sdga (R\{0}, ) 4r en grupp.

Vart frukt-exempel fran tidigare utgor ocksa en grupp:

Q@ e« O

Q
\

Har ser vi direkt fran tabellen att ® &r ett identitetselement och att

@'-a

sd alla element har inverser. Associativitet gdller ocksd, men det dr svérare att se direkt
ur tabellen.

)'-@ ®'-e,

En annan grupp med méanga praktiskeﬂ och teoretiskaﬁ tillampningar dr gruppen associe-
rad med en elliptisk kurva. Grafen till kurvan y? = x> —x + 1 visas nedan. Man kan definera
summan av tva punkter P och Q pa kurvan enligt foljande: dra en linje mellan P och Q,
den skar kurvan i en tredje punkt - spegla denna punkt i x-axeln for att f& P + Q. Denna

3Elliptiska kurvor éver dndliga kroppar anvénds for bland annat kryptering och heltalsfaktorisering.
4Teorin for elliptiska kurvor utgjorde ett viktigt steg i beviset av Fermats stora sats.
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struktur utgor en gruppE]!
Q
[ ol
L K—/
/'\ .

24.1 Exempel: Symmetrigruppen for en triangel

Lat S3 = {f : {1,2,3} — {1,2,3} | f &r bijektiv}. D& blir S3 en grupp under operationen
funktionssammansattning.

Vi kan skriva ett elementi S3 som f = ( 1 2 3 )

fQ) f@2) fG3))

Med denna notation blir elementen i Sj:

(r 23 _(t 23 _(123
=1 3] 1712 1] 27\ 1 2

(1 23 1 3 (1 2 3
917\ 2] 92713 1] 37 \2 1 3/

Réaknar vi ut alla produkter av dessa 6 element far vi foljande multiplikationstabell for
gruppen Ss:

N
w

N

(O8]
N

o e " 1) 01 (o)) 03

[4 e r 1) 01 0y O3
r 5] Ty e o3 01 Oy
1) 1) [4 r 0 03 07
0p | 01 0O O3 e 5] ry
0y | 0Op 03 O] &) e 8]
O3 | 03 01 0 I ry e

S3 kallas den symmetriska gruppen pa mangden {1, 2,3}. Ordet kommer fran det faktum
att man kan se varje element i S,, som en symmetri - ett sitt att avbilda ndgonting pa sig
sjdlvt (i vart fall méngden {1, 2,...,n}).

Man kan tolka detta geometriskt: Om vi tar en liksidig triangel och doper hornen till
1,2,3 sa kan varje element i S3 ses om ett sdtt att flytta triangeln till sig sjilv. Titta exem-
pelvis pa r; ovan. Den flyttar horn 1 — 2 + 3 - 1, och motsvarar alltsd en rotation av
triangeln. r, roterar at motsatt hdll. oy skiftar horn 2 med horn 3, sa oy speglar triangeln
i linjen som gér frdn horn 1 till mitten pd sidan mellan 2 och 3. o, och o3 édr tvd andra
speglingar, och identitestelementet e dr operationen som inte flyttar nagot alls. Gruppo-
perationen motsvarar hér att utfora flyttningarna efter varandra. Vi ser t.ex. fran tabellen
att ryo(r ory) = e och detta stimmer ju - roterar vi triangeln tre ganger kommer vi tillbaka
till utgangslaget!

SEgentligen méste vi ocksé introducera en oandlighetspunkt som blir vért identitetselement p& kurvan.
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Ovningsuppgifter

2.1 I den hér 6vningen ska vi trdna pd att rdkna med abstrakta bindra operationer.
Betrakta darfor sten-sax-pase magman fran kaptitlets borjan.

(a) Berdkna (\p *((v\?\ . ri )*a))‘

(b) Los ekvationen (%\“i * X)* [Li = Q\p i sten-sax-pdse magman.

(c) Visa att man genom att sdtta ut parenteser pa olika vis i uttrycket

P X *@* b

kan fa resultatet att bli bade @, o\p , och lﬁ .
(d) Finns det ndgra identitetselement eller nollelement i denna magma?

2.2 De utvidgade reella talen R = R U {~co, oo} kan vara anvandbara nar man exempelvis
raknar pd gransvarden.

(a) Hur bor man definiera addition + pa IR? Vi vill att operationen ska dverens-
stimma med vanlig addition for reella tal, och att identitetselement och in-
verser fortfarande ska finnas. Blir den resulterande operationen kommutativ?
Associativ? Finns nollelement? Blir strukturen en grupp?

(b) Samma fraga fast for multiplikation pa RR.
(c) Utifran de binédra operationerna du valti de foregdende deluppgifterna, giller

da den “distributiva lagen” a- (b+c)=a-b+a-cilR?

2.3 For varje deluppgift nedan, ange om den givna magman dr associativ, kommutativ,
har identitestelement, ett nollelement, och vilka element som har inverser.
(@) (R,*)dédraxb=ab+1.
(b) (R,e)didraeb =aP.
(c) (R,0) dar acob = #, alltsa medelviérdet av a och b.
(d) (RU{—o0,00},T) dédr a T b =max(a,b), produkten av tva tal ar alltsd det storsta
av talen.

2.4 Vilka av f6ljande bindra operationer 4r kommutativa?

(a) (R*,/) alltsé positiva reella tal med division.
(b) Sten-sax-pdse magman.

(c) Den bindra operationen * med foljande tabell:

000

OQCO ¢
XXIC

e -
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(d) ({f : R = R},-) alltsd mangden funktioner R — R med punktvis multiplika-
tion: (£ - g)(x) = £ (x)g(x).
(e) ({f : R — IR}, 0) alltsd mangden funktioner R — R med sammansittning: (f o

8)(x) := f(g(x)).
2.5 Ingen av foljande exempel pa bindra operationer utgor grupper. Forklara vad som
saknas i vart fall!
(@) (IN,+), alltsd de naturliga talen med addition.
(b) (Z,-), alltsé de naturliga talen med subtraktion.
(c) (Z,), alltséd heltalen med multiplikation.
(d) Méngden av 2 x 2-matriser med matrismultiplikation.
(e) (N, #)dar a#b=|a—Db|.
(f) Operationen * pa {a, b} med foljande multiplikationstabell

*

b
a
b

[V O]

a
b
2.6 Skriv ned en multiplikationstabellen for en grupp med tva element pa sa vis att de

tre villkoren i definitionen av en grupp &ar uppfyllda. Det finns vasentligen en enda
grupp med tva element, fundera pa vad detta pastaende betyder mer precist.

2.7 Lét (G,*) vara en grupp.

(a) Bevisa att det bara finns en enda invers till varje g € G.

(b) Bevisa att om (G,*) dr en grupp och g,h € Gsad har vi (gxh) ™! =h 1 g7L.
2.8 Ikapitlet visade vi hur gruppen associerad med en elliptisk kurva fungerade.

(a) Ar gruppen associerad med en elliptisk kurva kommutativ?
(b) Ar gruppen verkligen associativ? Prova att vélja tre punkter P, Q, R i bilden i
detta kapitel och berdkna (P + Q) + R respektive P + (Q + R).

2.9 En kropp dr en méngd med tva bindra operationer som uppfyller vissa villkor. Ex-
empel pd kroppar &r (RR,+,) och (Zs, +,-). I den hér uppgiften ska vi rdkna i krop-
pen (K, +,-) ddar K = {®, 4,4, &}. De tva bindra operationerna ges i foljande tabeller:

* > € ¥+
* > € | P
> ¢ ¢ ¢ <€
€ P & > >
P € > o |
* > QP

o do b b | P
* > € ¢ ¢
< & > ¢ >
> C & |

(a) Berdkna ¢ - (¢ +((¢+&)-»)).

(b) Har (K, +) ett identitetselement? Ett nollelement?

(c) Har (K,-) ett identitetselement? Ett nollelement?

(d) Hitta de additiva inverserna —&, —®, —a, och —¢ i (K, +).

(e) Hitta de multiplikativa inverserna v, o ocheli(K, ).

(f) Los ekvationen #(x + ®) = ¢. Beskriv hur du hittar 16sningen!
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(g) “Roten ur” dr nagot vi bara definierat for reella tal. Hur skulle du vélja att
definiera “roten ur” pa K? Vad blir da V&, /¥, Vs, och v/+?

(h) Se om forra deluppgiften kan anvéndas for att losa ekvationen x> + @ = &.

2.10 Lat M vara mingden av 2 x 2-matriser ddr summan i varje rad och kolonn &r 1.

Med andra ord har vi
M:{[lia 1;“] |aeR)

(a) Visa att matrismultiplikation (se Exempel ar en bindr operation pa M.
Kontrollera alltsa att om A, B € M sa har vi ocksd A-B € M.

(b) Ar (M,) associativ?
(c) Har (M,-) ett identitetselement?
(d) Finns det ett noll-elementi (M, -)?

2.11 I kapitlet tittade vi pa symmetrier for en triangel - sétt att avbilda triangeln pa sig
sjdlv genom rotationer och speglingar. Nu tittar vi pd en kvadrat med hérn 1,2, 3,4
ritade medsols istdllet. Varje symmetri for kvadraten motsvaras av en bijektion
f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4}. T.ex. motsvaras en medsols rotation 90° av bijektionen

(1 23 4). Bijektionen (1 23 motsvarar en spegling av kvadraten. Hur

2 3 41 21 4 3
manga symmetrier har kvadraten? Finns det bijektioner som inte motsvarar sym-
metrier? Bildar symmetrierna en grupp?
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Kortfattade svar till 6vningsuppgifterna

2.1

2.2

23

24

2.5

2.6

@ @

(b) X = Q eller X = [J

@ (B0 + ) @+)-@
(B (L «@nx ™ =2

B« @ =10
(d) Nej och nej

(a) For att co ska bete sig som man forvantar sig bor vi for alla x € R definiera
X+00 =00 =o00+x 0och x+(—00) = —c0 = (—00) + x. Vi bor ocksa definiera
00 + 00 = 00 och (—o0) + (—o0) = —o0. Problemet blir att definiera co + (—c0). For
att alla element ska ha inverser maste vi definiera co + (—o0) = 0 = (—00) + oo.
Den resulterande operationen blir kommutativ, men vi tappar associativitet
for operationen:
5=5+0=5+((—00)+00) # (5+(—00))+ 00 = (—o0)+ 0o = 0.Strukturen blir darfor
inte en grupp. Operationen har identitetselement 0 men inget nollelement (co
blir dock ndstan ett nollelement!).

(b) Det gar inte heller att f4 denna operation associativ.

(c) Nej, —0o =00-(1+(-2)) =00 —0c0 = 0.

(a) Ej associativ, kommutativ, identitetselement saknas och ddarmed ocksa inver-
ser, nollelement saknas.

(b) Ej associativ, ej kommutativ, saknar badde identitetselement, nollelement och
inverser.

(c) Ejassociativ, kommutativ, saknar bade identitetselement, nollelement, och in-
verser.

(d) Associativ, kommutativ, identitetselement: —co, nollelement: co.

(a) Ej kommutativ.

(b) Kommutativ.

(c) Kommutativ (multiplikationstabellen &r symmetrisk).
(d) Kommutativ.

(e) Ej kommutativ.

(a) Inverser saknas (till alla tal utom 0)

(b) Ej associativ

(c) Inverser saknas (till alla tal utom 1 och —1).

(d) Inverser saknas (noll-matrisen har t.ex. ingen invers).

(e) Icke associativ (men har id.elt och inverser)

(f) a saknar invers (b ar identitetselement)

*la b

a|a b .Alla2-elementsgrupper har denna struktur, fast kanske andra namn

b|b a
pa a och b. Ett exempel &r (Z,,+) dér a,b kallas 0, 1.
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2.7 (a) Antag att bade a och b dr inverser till g. Da géller
a=akxe=ax(gxb)=(axg)xb=exb=b,sda=>b.

(b) Vihar (gxh)x(h™'xg™1) = gk (hx(h )xg! = ghexg™! = gk g™l = e.Tomvind
ordning blir produkten ocksé e. Darfor ar h~! + ¢! inversen till g * h.
2.8 (a) Ja! Foljer av hur addition definieras.

(b) Ja! Svart att visa, men man ser det om man testar med ett par punkter.

29 (@) @
(b) Identitetselement: %. Nollelement saknas.
(c) Identitetselement: ®. Nollelement &.
(d) —4=&,-9v=9,-a=6-9=9
(e) Hitta de multiplikativa inverserna @ ' =w, 471 =4, ¢71 =&
(f) Multiplicerar vi bida led med #7! = ¢ sa far vi x + ¥ = 44 = 4. Om vi adderar
—v = v till bdda sidor far vi x = # + ® = ¢. 54 16sningen &r x = ¢
(g) Vikan definiera v/a som det x som uppfyller x-x = a. Detta ger V& = &, \o = »,

Va=4¢,0ch Ve =a.

h) ?+e9=6x’=0+(-9)=a+¥v=0x=\e=asax=a,

a 1-a

2.10 Vi infor notationen M, = 14 .

(a) Genom att anvdnda definitionen fran kapitlet av matrismultiplikation ser vi
att vi far M, My =Mi_;_pioap € M.

(b) Ja: (Ma : Mb) “M¢ = Myipic—2ab-2ac-2bc+4abe = Mg - (Mb : Mc)

(c) Ja, M; = [(1) (1)] dr identitetselement.

(d) Ja, M1 = ar nollelement. Observera att matrisen med fyra nollor inte
2

SRR
N[ =0 —
[

ar ett nollelement - den ligger inte i magman!
2.11 Kvadraten har dtta symmetrier: 4 rotationer (inklusive identitets-funktionen):
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 2 3 41 341 2 4 1 2 3)
och fyra speglingar (en horisontell, en vertikal, tva diagonala):
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
341 2 21 4 3 4 2 31 1 3 2 4)
Det finns dock 4! = 24 bijektioner pa mangden {1, 2, 3,4} - alla motsvarar ej sym-
metrier, en symmetri mdste t.ex. skicka diagonalt motstdende horn till diagonalt
2 3

1 3 4 2
dar en grupp som heter D, - den dihedrala gruppen av ordning 8.

motstande horn, exempelvis &r inte en symmetri. Symmetrierna bil-
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