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MVE302/MVE395/TMA321
Exempeldugga med losningar

1. Lat X vara en kontinuerlig slumpvariabel, likformigt férdelad pa intervallet
[1,2]. Givet X =z, lat Y vara likformigt fordelad pa [—z,z]. Ange E[Y]
och Var (V).

Losning. Fran den givna informationen har vi

1, l<z<?2
Ix(@) = { 0, annars.

och
—r<y<uz,
annars.

1
x| = { 27
Det foljer fran lagen om total sannolikhet att

fr(y) = / h fx(@) fyix(y | z)da.

Om |y| > 2 sa &r integralen noll. For |y| < 1 géller att

f()—/21 idx—1ha2
YW= gyt T g

For 1 < |y| < 2 géller att

2
fy(y)=/| 1 gdr= L (n2 T y)).

y\ 2x
Alltsa ar
%an, ly| <1,
fry)=1¢ 3(m2-Iny)), 1<yl <2,
0, ly| > 2.

Vi noterar att fy &ar jamn, alltsa fy(y) = fy(—y) for alla y, sa

2
EY] = / yfy (y)dy =0,

-2

eftersom funktionen yfy (y) ar udda.
Vi har (igen eftersom fy &r jamn)

2 2
Var (V) =E[v2] ~E[Y]? = E[y?] = / Ay =2 /0 v Py (v)dy.



Vi far

For den sista integralen anvénder vi partiel integration (eller Wolfram
Alpha eftersom det ar tidspress och duggan bara kraver svar):

2 3 2 2 9
[ =S|~ [ La,
1 y=1 J1
= §ln2—0 — §—1 )
3 9 9
Da ar . . . .

. En 6-sidig och en 12-sidig térning (numererade 1-6 respektive 1-12)
kastas samtidigt. Vad &ar sannolikheten att den 6-sidiga tarningen visar
ett hogre varde dn den 12-sidiga?

Losning. Lat X vara vérdet hos den 6-sidiga tarningen, och Y véardet

hos den 12-sidiga. Dessa antas vara oberoende, och likformigt fordelade

pa A={1,2,...,6} respektive B = {1,2,...,12}. Lat f(z,y) vara den

simultana fordelningsfunktionen; da &r
1 1

J@y) =518 = 72

Den sokta sannolikheten ar

xr €A yeB.
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3. Tva kontinuerliga slumpvariabler X,Y har simultanférdelning
fla,y) = (By* —2zy)Inz, 1<z<y<2

Hitta marginalférdelningen for x.

Losning. For z € (1,2) géller att
00 2
fx@) = [ty = [ @ - 205 n(e)dy

2
= In(x) / (3y* — 2ay)dy

3 212
= In(z) [y —xy ]y:x
= (8 —4z)lnzx.
Kommentar. Den uppmérksamme inser att fx (x) inte ar en tathetsfunktion,

da dess integral inte ar lika med 1. Saledes &r inte heller f(z,y) en
simultan tathetsfunktion. Detta var ett misstag i konstruktionen.

4. I en urna ligger inledningsvis en svart kula och en vit kula. Foljande
process kallas ett drag:

1. V&lj en kula fran urnan likformigt (varje kula har samma sannolikhet
att véljas).

2. Lagg tillbaka kulan tillsammans med en ny kula av samma farg.

Efter forsta draget innehaller urnan antingen 2 svarta kulor och 1 vit

kula, eller 1 vit och 2 svarta.

Lat X vara antalet drag tills en vit kula dras upp fran urnan. (Om en
vit kula dras i det forsta draget &r X = 1). Berdkna P(X = n) for alla
postiva heltal n.

Losning. Vi noterar att
PX=n)=P(X>n—-1)—-P(X >n),

sa det racker att berdkna g(n) = P(X > n) for n > 0. Uppenbart ar att
g(0) = 1. For n > 1 giller att

gn) =P(X >n) = H k—llc—l
k=1

Detta forklaras som foljer: antag att de k — 1 forsta dragen resulterade
i en svart kula. Infor det k:te draget ligger da 1 vit och k svarta kulor i
urnan. Sannolikheten att vélja en svart kula &r da k/(k 4+ 1). Vi har

1 2 3 n 1

90 = T T T




Det foljer att

P(X = n) = g(n—1) = gn) = = o = =t

. Lat X ~ N(4,9) och Y ~ N(—2,7) vara oberoende. Berékna P(X <Y).

Loésning. Man sparar mycket jobb genom att notera att P(X < Y) =
P(X —Y < 0), och eftersom X och Y &r oberoende normalférdelade &r

X-Y ~N@4-(-2),9+7) = N(6,16)

Da galler att

MX—Y<®:®<$%»:@(§sz%T

. Till en postombud kommer tva typer av kunder:

e Postkunder anldnder som en Poissonprocess med intensitet 20 kunder/timme.

e Spelkunder anldnder som en Poissonprocess med intensitet 10 kunder/timme.
De tva Poissonprocesserna dr oberoende. Vad ar sannolikheten att den

forsta kunden ar en spelkund?

Losning. Lat X vara tidpunkten for den forsta postkunden, och Y
tidpunkten for den forsta spelkunden. Da &r X ~ exp(20) och ¥ ~
exp(10), och de tva ar oberoende, sa

P(X >Y) = / / Fx (@) fy (y) dedy
>y

= [T ([ sty ) ay
:Amuk4%<ém%k4%m>dy

oo
:/ 10e~1% (6—20y> dy
0

oo
= 10/ e 3% dy
0
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Detta stammer vl éverens med var intuition kring Poissonprocesser.



