Matematiska Vetenskaper VT 2023
Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson

MVE302/MVE395/TMA321
Exempeltenta

Betygsgranser
Kurs Fragor | 3 | 4 | 5 | Total
MVE302 | Atta | 16 | 24 | 32 | 40
TMA321 Sex 12118 (24| 30
MVE395 Sex 12118 (24| 30

Hjalpmedel. Valfri minirdknare; Mathematics Handbook (Beta); 2 blad
(totalt 4 sidor) handskrivna anteckningar (utskrivna anteckningar fran skrivplatta
godkénns); tabeller finns bifogade till tesen.

1. (5p) Paret (X,Y) av slumpvariabler har téthetsfunktion
fl,y)=cx+y—zy) for0<z<l,0<y<l.

(a) Bestam konstanten c.
(b) Bestam fx och fy.
(c) Bestam E [X] och E[Y].
(d) Bestam Cov (X,Y).
(e) Ar X och Y oberoende? Motivera ditt svar.
2. (5p) I en pase finns fyra tarningar, med 6, 10, 12 samt 20 sidor. Varje

tarning ar rattvis (med samma sannolikhet for varje sida), och sidorna pa
den k—sidiga tdrningen &r numrerade fran 1 till &, for alla k € {6, 10,12, 20}.

En térning dras pa mafa fran pasen, kastas, och numret som syns pa
tdrningen ar 7. Givet denna information, vad ar sannolikheten att det
var den 12-sidiga tdrningen som drogs?

3. (5p) En fordelning med parameter € (0, co) beskrivs av tathetsfunktionen
folz) = 0z~ & > 1.
Hitta ML-skattningen 0 av 0 for ett stickprovsutfall x1, ..., z,.

4. (4p) For en populationsvariabel X ~ N(u, 0%) med okint o2 dras foljande

stickprov:
12.2, 13.4, 15.1, 15.3, 17.0.

Ange ett 95% konfidensintervall for p.



5. (7p) Betrakta foljande data.

x| 0 1 2 3 4
y|50|241]25|21]0.0

(a) (3p) Hitta en linjar regressionsmodell y = a 4 bx f6r datan.

(b) (3p) Ange ett symmetriskt 90% konfidensintervall for b.

(c) (1p) Baserat pa (b), vad kan vi siga om hypotesen Hy : b = 0 kontra
H, : b # 0 pa signifikansniva 0.17

6. (4p) Lat Y1,Ys,... vara stokastiska variabler med Y3 ~ Bin(1,1/k) for

alla k. Definiera
n Yk
k=1
Visa att om a,, ar en sekvens med a,, — 400, sa &r

lim P(X,, > a,) =0.

n—ro0
Tips. Serien > 72, k2 ér konvergent.

7. (MVE302, 5p) For dataméngden i Uppgift 4, ange 6vre 95% konfidensintervall
for o2. Alltsa, hitta ett tal s. sadant att

02 <s. (95%)
8. (MVE302, 5p) Generalisering av CGS. Lat X, Xo, ..., vara oberoende

slumpvariabler, inte nédvéndigtvis med samma fordelning, med E [X}]| =
0 for alla k, och sadana att

1 n
2 _ oo 1
o —T}L)nolonkglVar(Xk)

existerar med o2 > 0. Antag ocksa att den momentgenererande funktionen
My (t) = E [e'Xk] existerar for alla k och t.

Lat .
1
Y,= —Sx
" U\/ﬁ; k

och visa att den momentgenererande funktionen for Y;, konvergerar till
den for N(0,1);

lim My, (t) =e"/? for allat € R.

n—oo

Tips. For t = 0 ar
14t =eto0),



Tabeller

Om det virde du soker saknas i en tabell, anvand det ndrmast tillgdngliga.

Fordelningsfunktionen ®(z) = Fy(z) for Z ~ N(0,1)

z 0 [025] 0.5 |0.75 1 1.25 | 1.5 | 1.75 2 2.5 3
®(z) | 05| 0.6 | 0.69 | 0.77 | 0.84 | 0.89 | 0.93 | 0.96 | 0.977 | 0.994 | 0.999
Kvantilfunktionen Ft;}(q) for t-fordelningen
7=09]qg=095¢q=0975] ¢g=099
df =1 3.08 6.31 12.71 31.82
df =2 1.89 2.92 4.30 6.96
df =3 1.64 2.35 3.18 4.54
df =4 1.53 2.13 2.78 3.75
df =5 1.48 2.02 2.57 3.36
df =7 1.41 1.89 2.36 3.00
df =10 1.37 1.81 2.23 2.76
df =15 1.34 1.75 2.13 2.60
df =20 1.33 1.72 2.09 2.53
df =30 1.31 1.70 2.04 2.46
df = 50 1.30 1.68 2.01 2.40
df =100 1.29 1.66 1.98 2.36
df = ¢ 1.28 1.64 1.96 2.33
Kvantilfunktionen F)Zi (q) fér x2-férdelningen
7=0025 ] q=005]¢q=01]q=09]q=0095] ¢=0975
df =1 0.001 0.004 .02 2.71 3.84 5.02
df =2 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38
df =3 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35
df =4 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.1
df =5 0.83 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8
df =7 1.69 2.17 2.83 12.02 14.1 16.0
df =10 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5
df =15 6.26 7.26 8.55 22.3 25.0 27.5
df =20 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 34.2




Losningar

. (a) Konstanten ¢ bestdms av att funktionens integral ska vara 1:

1 1
1://f(x,y)da:dy:c/ (/ 2:c+y—:cydx>dy
0 0
1
:c/ 1+y—ydy
0 2
1
Yy
14 =d
c/o —1—2 Y

- 1)~ 4"
Alltsa &r ¢ = 4/5.

(b) Marginalférdelningarna fas genom:

1 1
4
fx(x)Z/O f(w,y)dy=5/0 2z +y — wydy
_ 4, +1 1
5\ T T "
2+6
= — —XT.
55
Vi har faktiskt redan hittat
y) 4 2
—cef12Z2Y=242
fy(y) C( +3 Pty

idel (a).
Tips. Dubbelkolla att fol fx(z)dr =1 och fol fy(y)dy = 1.
(c) Vihar

och



(d) For att berdkna kovariansen Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]|E[Y]
behover vi

1 1
E[XY]://xyf(x,y)dxdy:/D y(/o x;l(Qx—i—y—xy)d:c) dy
4 1 2 vy oy
-3/, y<3+2‘3>dy

Da ar alltsa

Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y]
14 3 8
= — — — X —
45 5 15
14 24

45 75
_14-5-3-24

225
2

225

(e) Eftersom Cov (X,Y) # 0 kan vi direkt utesluta oberoende.

2. Lat X vara antalet sidor pa tadrningen som dras, sa
1
P(X =2)= 7 %= 6,10,12,20.
Lat Y vara varden som visas pa tarningen som kastas. Vi inser att
1
PY=y|X=2)=—, y=12,...,x.
x

Med hjalp av Bayes formel kan vi skriva den 6nskade betingade sannolikheten
som

P(X =12 0ch Y =7)
P(Y =7)
PY =7| X = 12)P(X = 12)
P(Y =7)

P(X=12|Y =7) =




I téljaren anvander vi totala sannolikhetslagen:

P(Y=7)=PY =7| X = 6)P(X =6)
FPY =7| X =10)P(X
FPY =7| X =12)P(X
FPY =7| X =20)P(X

10)
12)
20)

14
T 160
Da far vi alltsa
P(X=12|Y =7) = IP’(Y:HX:1412)IP>(X: 12)
1-60
_mi_ 5
% 14

3. Loglikelihoodfunktionen ges av

00) =Y (g, ")
k=1

n

=nlnf— (6+1) Zln(:pk)
k=1

=nlnfd— (0 +1)ln (ﬁ :L'k> .
k=1

Lat IT = [],_, x. For att maximera ¢() hittas derivatan:

/@) =" —InIL
0
Denna dr noll di § = n/InIl. Vi har ocksa ¢’(0) = —n/6% sa ¢
ar en konkav funktion och darmed ar derivatans nollpunkt ett globalt
maximum. Sa ML-skattningen ar
no_ n
Il > Inx

f =
4. Kalla datan x1,x9,x3, x4, x5 (med n = 5). Vi berdknar

5
21::223%::73
k=1

Yo = 1079.5.



Detta ger oss

1
T=-X1=14.6
x 5 1 ’
1 1
2 2
=— Xy — =X7 | = 3.425.
ST < 275 1)
Eftersom o? ar oként kommer vart konfidensintervall vara baserat pa att
Xp
Sfvm

Vi tar fram 0.975-kvantilen f6r fordelningen ¢4 (fran tabell eller minirdknare):

F;,1(0.975) = 2.78.
Da far vi ett 95% konfidensintervall:

V/3.425
Vb

1€ 14.6 £2.78

(95%),

eller

123 <1 <169 (95%).

Kommentar. Uppgiften ber inte explicit om ett symmetriskt intervall,
sa det gar bra att till exempel svara med

1< 16.36  (95%),

[3.425
16.36 = 14.6 + F,,'(0.95) =

5. (a) Jag brukar borja med att berdkna de “rena” summorna

5
Se =Y =10,
k=1
5
By =D =12,
k=1

5
Sew = Y _ w7 = 30,
k=1
5

Syy = Y yp = 41.42,
k=1

dar

5
Yoy = Zxkyk =13.7.
k=1



Vi kan nu berdkna de “centrerade” summorna:

1 1
Srzzzrm_ﬁziz?)o_glozzloa
1 122
Syy = Syy — Ezj = 41,42 - — = 12,62,
1012

1
Say = Say — 5y = 13.7 - — —10.3.

Vi far da foljande skattningar av parametrarna a, b;

- Sy —10.3
h= y Y —1.03,
Sza 10
~ — 71— Ey Z:C
=7 — = — +1.03— = 4.46.
a=7 T 5 + 5

Var linjiara modell ar

y =4.46 — 1.03x.

(b) Eftersom o? #r okind bygger konfidensintervallet pa att
b—b
——== "~ th—2,
S/ Sz

dir s fas genom foljande skattning av o

1 S2
82:71—2 (Syy—&ci)

1 (—10.3)?
=- (1262 - ——
3 ( 0 10 )

= 0.67.

Ett 90% konfidensintervall motsvaras av o = 0.1, och vi far

’ 0.67
beb+tF,'(0.95) 0 (90%).

Vi har F;;'(0.95) = 2.35, s
be —1.0342.35-v0.067 (90%),

eller
—-1.63 <b<—-0.42 (90%).

(c) Efterom konfidensintervallet inte innehaller talet 0, sa forkastar vi
Hy : b =0 till forman fér Hy4 : b # 0 pa signifikansniva o = 0.1.



6. Eftersom vanteviarde ar linjar operation, har vi

E[Xn] = Z]E[km
k=1

~ 1

2

Il
Y

£
Il

1

AN
T
% -

I
o) 3

(Det exakta vérdet dr irrelevant, vi behdver bara veta att serien &r
konvergent. )

For alla a, > 0 ger Markovs olikhet att

E[X] _ 7*
an 6a,

Sarskilt galler att om a,, — +00, sa finns nagot NV sadant att a,, > 0 for
allan > N, och

2

0<P(Xp > an) < — forallan> N,
6an,

Eftersom 72/6a, — 0, sd ger instingningsprincipen att

lim P(X,, > a,) =0.
n—oo

7. Vi utnyttjar det faktum att datan kommer fran en normalférdelning, och
da galler att
(n—1)5? ~ 2
o2 n—1-
Hér ar n = 5, och vi har att
452

- -1 —
P ( 2 Fy (0.05)) = 0.95.

Vi har Fxgl(o.os) =0.71, s&
4

452
P(o*< ) =0.95.
<U = 0.71)
Med var dataméingd har vi s = 3.425, sa vi far

, 43425
<

=19. .
< 57 9.3 (95%)

g

Alltsa s. = 19.3.



8. Lat 02 = Var (X}), och 1at ¢ # 0 vara ett fixt tal (oberoende av n). Vi

har
My, (t) = E [exp {U\t/ﬁ éX’“H
ool
()

dar M} ar den momentgenererande funktionen for Xj. For sma s giller
att

2
My(s) = E[XP] + E[X}] s + E [X7] % +0(s?),
och sarskilt géller da att

(L) 14 Lo +0(n%?)
Movn) ~ 20%n "

Da ar

= exp { (Zn: tof > + O(nl/z)}
202n

k=1
= exp r Z o+ 0(n %)},
202n — k

Men, definitionen av o2 ger da att

3

lim My, (t) = e’

n—oo

10



