Matematiska Vetenskaper 23 maj 2023
Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson

MVE302, MVE395, TMA321
Sammanfattande exempel

For repetitionsforelasningarna delade jag upp kursen i 9 delar, och forberedde
en uppgift for varje del. Da jag inte hann med alla under foreldsningen,
kommer de istallet hiar. Jag ger er uppgifterna héar och 16sningarna léngre
ner, om ni skulle vilja jobba pa dem sjélv.

1. Betrakta foljande natverk av vagar:

B

C D E
o

Varje enskild vag dr 6ppen med sannolikhet p, oberoende av de andra.
Vad ar sannolikheten att det finns en 6ppen vig fran A till £ som gar
genom B?

2. En stokastisk variabel X har tathetsfunktion
fx(xz) =csinz, 0<x<m.

(a) Vad ar ¢?
(b) Vad &r Var (X)?

3. Lat {m,72,...} vara en Poissonprocess med intensitet A > 0. Vid varje
impuls slas en sexsidig tarning (slaget tar ingen tid, det paborjas och
avslutas vid tidpunkt 75). Lat T vara tidpunkten for den forsta sexan
som slas under processen. Vad har T for fordelning?

4. Lat X,Y vara diskreta slumpvariabler med Y ~ Poi(2) och (betingat)
X ~U{0,1,...,Y}, alltsa

e29y 1

fr(y) = g fxiy(z|y) = R

for heltal 0 < x < y. Berékna Cov (X,Y).

5. Lat X,, ~ I'(n,1). Hitta konstanter a,b sadana att

lim P(an — by/n < X,, < an+ by/n) = 0.99.

n—o0
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6. Anta att en fordelning F () har parametriserad tathetsfunktion
fo(x)=2(x—0), 6<z<0+1.

Hitta en ML-skattning for 6 baserad pa datapunkter x1 = 0.4,20 =
0.7,z3 = 0.5.

7. Hitta ett 99% konfidensintervall for u, med normalférdelad data med
oként o2 och stickprovsdata

T=171, s=24, n =8l

8. Foljande data kommer fran normalférdelningar X ~ N(pug,02), Y ~
N (py, 0%) dér den gemensamma variansen o2 r okéind:

X: 1.3, 1.7, 3.7,
Y: 1.1, 0.4, 2.0, 1.0.

Hitta ett 95% konfidensintervall for p1, — g, och ta stéllning till Hy :
po = by Mot Ha @ py # py pa signifikansniva o = 0.05.

9. Med n = 11 datapunkter (zy, i),k =1,...,11 fas

T = 2.23, 7 = 1.125,
Spe = 1.1, Spy = 1.84, Syy = 3.61.

For en ny observation (z,Y"), hitta ett 6vre begransat 99% prediktionsintervall
for Y.
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Losningar
1. Betrakta foljande natverk av vagar:

B

C D E
o

Varje enskild vag ar 6ppen med sannolikhet p, oberoende av de andra.
Vad &r sannolikheten att det finns en 6ppen vég fran A till E som gar
genom B?

Losning. Notation: vi skriver ABDE for héndelsen att kanterna
AB,BD, DFE alla ar 6ppna. Da kan vi fa den sokta sannolikheten genom
att summera 6ver alla mojliga vagar.

A = {vég fran A till F via B 6ppen}
= ABCDEUACBDEUABDE
— (ABCD U ACBD U ABD) N DE.

Lat B vara héndelsen inom parentes; att det finns en vag fran A till D
via B. Da ar B oberoende av DE, sa

P(A) = P(B)P(DE) = p x P(B).
For tre hdandelser A, Ao, A3 har vi (rita Venndiagram!)

P(Al U AU A3> = ]P’(Al) + P(AQ) + ]P’(A?,)
— ]P(Al N Ag) — P(AQ N Ag) — P(Ag, N Al)
+ ]P(Al NAsN A3)

Vi far da

P(B) = P(ABCD) + P(ACBD) + P(ABD)
— P(ABCD N ACBD) — P(ACBD N ABD) — P(ABD N ABCD)
+P(ABCD N ACBD N ABD).

Varje sannolikhet hér &r pF, diar k #r antalet kanter involverade. Till
exempel ar

P(ABCD N ACBD) = P(ABNBCNCDNACNBD) = p.
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Alltsa ar
P(B) =p’ +p° +p* —p° —p' —p' +1°
=p® +2p® — 2p*,
och den sokta sannolikheten ar
P(A) = p x P(B) = p* + 2p* — 2p°.
. En stokastisk variabel X har tathetsfunktion
fx(z) =csinz, 0<z<m.

(a) Vad ar ¢?
(b) Vad &r Var (X)?

Losning.
(a) Téathetsfunktionen integral maste bli 1, sa

s
1= / csinazdr = ¢[—cos x|, _, = 2c,
0

ger ¢ = 1/2.
(b) Vi berdknar

[w r 41 d
= |—=cosx - cos xdx
2 =0 2 0
T 1., . s
= 5 =+ 5 [smx]x,o = 5,
och
iy
E[XQ] —/ 22 - = sinxdz
0
2 7T T
T
= [cosx] +/ x cos xdx
2 =0 0
7.[.2 s
=5t [zsinz]]_, — /0 sin zdx
2 -
=5~ [—cosz]|_,
2
- o
2
Da ar

s ™2 7
Var (X) =E[X%] —E[XP =5 -2 (5) =5 -2
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3. Lat {m,72,...} vara en Poissonprocess med intensitet A > 0. Vid varje
impuls slas en sexsidig tdrning (slaget tar ingen tid, det paborjas och
avslutas vid tidpunkt 7). Lat T vara tidpunkten for den forsta sexan
som slas under processen. Vad har T for fordelning?

Losning. Var ofelbara intuition séger oss att de tidpunkter da vi slar
en sexa ska vara en Poissonprocess med intensitet \/6, sa svaret borde
vara exp(A/6).

Virdknar pa det. For ett givet ¢ > 0 ar antalet impulser i Poissonprocessen
X(t) ~ Poi(At). Vi har

P(T > t)

] ME%
'ﬂ
V
><
3_3
|
Ja
I
=

Hér anvander vi det faktum att om 7" > ¢, innebér det att alla X ()
tarningskast under [0,¢] resulterat i nagot annan &n en sexa. Denna
summan kan vi berdkna ut, det &r Taylorserien for exponentialfunktionen:

P(T > t) *Atz o (/\t )

_ /6

Detta stdmmer 6verens med 1" ~ exp(A/6), sa det ar svaret.

4. Lat X,Y vara diskreta slumpvariabler med Y ~ Poi(2) och (betingat)
X ~U{0,1,...,Y}, alltsa

—29v 1
frl) == fxylly) =~

for heltal 0 < x < y. Berékna Cov (X,Y).
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Losning. Fran tabell eller berdkning har vi E [Y] = 2. Sen har vi

=Y E[X|Y =y] fr(y)

y>0

=> (Z fyy (@ | y)) fr(y)

y>0 0

Slutligen &r

E[XY] =) E[XY|Y =y fr(y)
y=>0

=Y E[Xy|Y =y fr(y)

y=>0

=Y YE[X |V =y fr(y)

y=>0

Y
=> 5 fr(y)

y=>0
Ett knep hér ar att se att
1 9 1 9 1 9
izy fy(y) = §E V2] = §(Var(Y) +E[Y]") =3.
y=>0

Detta kan vi sla upp i tabell. (Jag visade ett annat knep pa foreldsningen).
Vi far
Cov(X,)Y)=E[XY]-EX|E[Y]=3-1-2=1.

. Lat X,, ~I'(n,1). Hitta konstanter a,b sadana att

lim P(an — by/n < X,, < an + by/n) = 0.99.

n—o0

Lo6sning. Forst noterar vi att X,, = E1+Fo+- -+ E,,, dir Ej ~ exp(1)
ar oberoende. Detta gor att vi kan tillampa stora talens lag och centrala
gransvardessatsen. Notera att

p=E[E] =1, o°=Var(E) =1.
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For det forsta noterar vi att om a < 1, och n ar stort, sa kan vi vélja
e > 0 sa att

Stora Talens Lag sdger att denna sannolikhet gar mot 0, och pa liknande
sitt gar sannolikheten mot 0 om a > 1. Slutsatsen &r att vi maste ha
a=1.

Nu valjer vi b med hjilp av centrala gransvardessatsen. Denna sager att

X,—n

lim P <—b <

Jim < b> = ®(b) — ®(-D).
Vi ska da ha
0.99 = ®(b) — ®(—b) =2P(b) — 1,
vilket ger b = ®1(0.995) ~ 2.58.
. Anta att en fordelning F () har parametriserad tathetsfunktion
fo(x) =2(x—0), 0<x<O+1.

Hitta en ML-skattning for 6 baserad pa datapunkter 1 = 0.4,20 =
0.7, xr3 = 0.5.

Losning.  Har blir det viktigt att notera att fy(z) = 0 utanfor det
definierade intervallet. Likelihoodfunktionen

L(0) = f5(0.4) f6(0.7) f¢(0.5)
ar darfor endast nollskild pa intervallet 6 € [—0.3,0.4]. For dessa 6 ar
L(#) = 23(0.4 — 0)(0.7 — 6)(0.5 — 6).

For att maximera detta ér faktorn 23 = 8 irrelevant, sa den kan vi slinga
bort. Derivatan av L(6)/8 blir ett andragradspolynom:

L'(0) = 8(—36% + 3.20 — 0.83).

Detta &r negativt for alla 6 € [—0.3,0.4], alltsi maximeras det for 6 =
—0.3, som blir var ML-skattning.

Losningssida 5



7. Hitta ett 99% konfidensintervall for p, med normalfordelad data med
oként o2 och stickprovsdata

T=171, s=24, n=238l

Losning. Konfidensintervallet baseras pa att

X —p
T=2""F i,
S/\/n !
och formeln ar
— _1 ay S
peX+F (1—5) T (-a).

Ett 99% konfidensintervall motsvarar o« = 0.01.
Vi har
P(—F; ' (0.995) < T < F; ! (0.995)) = 0.99.

Med F_1(0.995) = 2.64 far vi da

80

2.4
€17.14264- —— = (16.4,17.8).
1 o ( )

Kommentar. Det kan vara intressant att se hur nara kvantilen ar den
fér normalférdelningen:

F1(0.995) = 2.64 kontra & 1(0.995) = 2.57.

tg0

Detta ar ganska néra, men for ett sa stort varde som 0.995 tar det ganska
lang tid innan vi konvergerar ordentligt. Inte ens med 1000 frihetsgrader
dr vi nere pa 2.57, utan Fy > (0.995) = 2.58.

1000

8. Foljande data kommer fran normalférdelningar X ~ N(pug,02), Y ~
N (py, 0%) dér den gemensamma variansen o2 ar okédnd:

X: 1.3, 1.7, 3.7,
Y: 1.1, 0.4, 2.0, 1.0.

Hitta ett 95% konfidensintervall for pi, — gy, och ta stéllning till Hy :
fe =ty mot Hy : piy # pyy pa signifikansniva o = 0.05.

Losning. Vi berdknar

= 2.233, 7 = 1.125,
S

T
52 =1.65, v =0.44.
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Stickprovsstorlekarna ar n = 3 respektive m = 4. Den poolade stickprovsvaraiansen
ges av
, (n—1)s2+(m—1)s2 2.1.65+3-0.44

- - — 0.92.
*p m+n—2 314_2

Rimlighetskoll. Vi har min{s2,s y} < 52 < max{s? sg} Bra! Om
man réknar fel kan man latt fa nagot utanfor detta intervallet, och da
vet man att man gjort fel.

Konfidensintervallet och hypotestestet baseras bada pa att

X-Y
=1 i
Spy/ L+ &

Den aktuella kvantilen ar thl(0.975) = 2.57. Ett konfidensintervall far
vi som

11
[tz — [ty € T —§ & F,_1(0.975)s, —+— (95%)

1 1
=2.233 —1.125 + 2.57 - \/@\/E

= (=0.77, 2.99).

Vi kan nu direkt ta stallning till hypotestestet; eftersom konfidensintervallet
innehaller 0, sa tvingas vi behalla Hg : pi; — pty = 0 pa signifikansniva
a = 0.05.

. Med n = 11 datapunkter (zg,yr), k=1,...,11 fas

x = 2.23, y = 1.125,
Spw = 1.1, Spy = 1.84, Syy = 3.61.
For en ny observation (z,Y), hitta ett 6vre begransat 99% prediktionsintervall
for Y.

Losning.  For var linjara regressionsmodell Y = a 4+ bX + &, med
e ~ N(0,0?%), tar vi fram skattningar

‘ n

b Y = 1.67,

I
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Det ensidiga prediktionsintervallet ges av (formel)

(z — )

i 1
Y <a+bx+ F_1(0.99)s/1+ — +
? n Sz

1 —9.93)2
— 148+ 1.67z + 2.82\/0.06\/1 o (9”11)

Det &ar knappt vart att forenkla detta, men det kan ju vara trevligt:

Y < 1.48 + 1.67z + 1/0.4322 — 0.87x + 2.68.
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