Matematiska Vetenskaper 2023-05-31 FM
Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson

MVE302, MVE395, TMA321
Tentamen

Detta ar en sammanslagning av tentamen for de tre kurserna.
Notera att uppgifter markta MVE302 ej ingar pa tentamen
for MVE395 och TMA321.

TMA321 & MVE395: 12-17p ger trea, 18-23p ger fyra, 24-30p ger femma.

MVE302: 16-23p ger trea, 24-31p ger fyra, 33-40p ger femma.

Tillatna hjidlpmedel:
e valfri minirdknare,
e Mathematics Handbook (Beta),

e 2 blad (totalt 4 sidor) handskrivna anteckningar (utskrivna anteckningar
fran skrivplatta godkénns),

e tabeller bifogade till tesen.

1. (6p) Tva kontinuerliga stokastiska variabler X, Y har simultanférdelning
1 —x
f(xvy):;e ) 0<y<l‘

Bestam korrelationskoefficienten
B Cov (X,Y)
V/Var (X) Var (V)

p(X,Y)

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S,, betecknar summan
av utfallen av de n kasten. Vilj konstanterna a, b sa att

lim P (an —byn<S, <an+ b\/ﬁ) = 0.95.

n—o0

3. (5p) Foljande data kommer fran en normalférdelning med oként vantevirde
2.

w och varians o
1.01, 1.22, 1.31, 1.66, 1.87, 2.15, 2.75, 3.21.

Ange ett 95% konfidensintervall for p, och ta stéllning till Hy : p = 1

mot Hy : pu # 1 pa signifikansniva 0.05.

Sida1lav 3



4. Lat 0 > 0. For en populationsvariabel X ~ U[0, 6] vill vi testa Hy : 6 = 3
mot H 4 : 6 > 3, baserat pa teststatistikan

M = max{Xy,...,X,}.

(a) (4p) Utforma ett sadant test pa signifikansniva o = 0.05.

(b) (MVE302, 3p) Bestam styrkan () for testet med n = 4, som en
funktion av 6 > 3.

5. Johanna &r ett stort fan av Eurovision Song Contest, och undersoker
sambandet mellan juryns podng (X) och publikens podng (V) till ett
bidrag. Baserat pa data (xp,yx) fran n = 51 bidrag fran 2021 och 2022
berdknar hon foljande summor:

zn:xk = Zn:yk = 4582,
k=1 k=1

n
Sex = Y _(xx — T)* = 327000,
k=1
n
Sey = Y _(xx — T)(yx — F) = 215000,
k=1
n
Syy =Y _(yk — 7)* = 493000.
k=1

(a) (1p) Skatta koefficienterna a,b,o? i en linjir regressionsmodell
Y =a+bX +¢e, &~ N(0,0%).

(b) (3p) Sveriges bidrag 2023 fick 340 poéng fran juryn, och Johanna vill
kénna sig sdker pa att det racker for vinst innan publikens poéang till-
kédnnages. Hon berdknar darfor ett nedre begransat 90% prediktions-
intervall for publikens poéng fér samma bidrag. Ange detta.

6. Betrakta foljande process, dar n > 2 &r ett heltal. Valj X; likformigt
fran {1,...,n}. Givet Xy, valj X likformigt fran {1,..., X;}. Generellt;
for alla k > 2 véljs X, likformigt fran {1,..., X;_1}. Lat

T, = min{k : X, = 1}.

(a) (1p) Hitta sannolikhetsfunktionen for 7.
(b) (3p) Hitta sannolikhetsfunktionen for T5.
(c) (2p) Beriikna E [T}].
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7. (MVE302) For en populationsvariabel X ~ I'(2,\) &r vi intresserade
av parametern A. Vi véaljer en Bayesiansk approach, och introducerar en
slumpvariabel A och gér observationer x1,...,x,.

(a) (3p) Givet priorférdelning I'(«, 5) med o € N och 8 € Ry, vad ar
posteriorfordelningen for A7

(b) (2p) Skatta A via ett posterior mean estimate Xpme.
(c) (2p) Visa att skattningen j\pme ar konsistent.

Tips. En stokastisk variabel X ~ I'(a, \) med v € N har tathetsfunktion

)\axa—l g
fX(x):me /\, x> 0.
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Fordelningsfunktionen ®(z) = Fz(z) for Z ~ N(0,1)

Tabeller

Om det vérde du soker saknas i en tabell, anvind det ndrmast tillgéngliga.

z| 0 1025 0.5 | 0.75 1 1.25 | 1.5 | 1.75 2 2.5 3
®(z) (05| 0.6 | 0.69 | 0.77 | 0.84 | 0.89 | 0.93 | 0.96 | 0.977 | 0.994 | 0.999
Kvantilfunktionen Ft;fl (q) for t—férdelningen
7=09q=095]qg=0975 | g =099
df =1 3.08 6.31 12.71 31.82
df =2 1.89 2.92 4.30 6.96
df =3 1.64 2.35 3.18 4.54
df =4 1.53 2.13 2.78 3.75
df =5 1.48 2.02 2.57 3.36
df =7 141 1.89 2.36 3.00
df =10 1.37 1.81 2.23 2.76
df =15 1.34 1.75 2.13 2.60
df =20 1.33 1.72 2.09 2.53
df =30 1.31 1.70 2.04 2.46
df = 50 1.30 1.68 2.01 2.40
df =100 1.29 1.66 1.98 2.36
df = o0 1.28 1.64 1.96 2.33
Kvantilfunktionen Fx_gé(q) fér y?>—fordelningen
¢q=0025|¢g=0.05]¢=01|¢g=09|¢g=0.95| ¢=0.975
df =1 0.001 0.004 .02 2.71 3.84 5.02
df =2 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38
df =3 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35
df =4 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.1
df =5 0.83 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8
df =7 1.69 2.17 2.83 12.02 14.1 16.0
df =10 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5
df =15 6.26 7.26 8.55 22.3 25.0 27.5
df =20 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 34.2




