Matematiska Vetenskaper 2023-05-31 FM
Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson

MVE302, MVE395, TMA321
Tentamen

Detta ar en sammanslagning av tentamen for de tre kurserna.
Notera att uppgifter markta MVE302 ej ingar pa tentamen
for MVE395 och TMA321.

TMA321 & MVE395: 12-17p ger trea, 18-23p ger fyra, 24-30p ger femma.

MVE302: 16-23p ger trea, 24-31p ger fyra, 33-40p ger femma.

Tillatna hjidlpmedel:
e valfri minirdknare,
e Mathematics Handbook (Beta),

e 2 blad (totalt 4 sidor) handskrivna anteckningar (utskrivna anteckningar
fran skrivplatta godkénns),

e tabeller bifogade till tesen.

1. (6p) Tva kontinuerliga stokastiska variabler X, Y har simultanférdelning
1 —x
f(xvy):;e ) 0<y<l‘

Bestam korrelationskoefficienten
B Cov (X,Y)
V/Var (X) Var (V)

p(X,Y)

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S,, betecknar summan
av utfallen av de n kasten. Vilj konstanterna a, b sa att

lim P (an —byn<S, <an+ b\/ﬁ) = 0.95.

n—o0

3. (5p) Foljande data kommer fran en normalférdelning med oként vantevirde
2.

w och varians o
1.01, 1.22, 1.31, 1.66, 1.87, 2.15, 2.75, 3.21.

Ange ett 95% konfidensintervall for p, och ta stéllning till Hy : p = 1

mot Hy : pu # 1 pa signifikansniva 0.05.
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4. Lat 0 > 0. For en populationsvariabel X ~ U[0, 6] vill vi testa Hy : 6 = 3
mot H 4 : 6 > 3, baserat pa teststatistikan

M = max{Xy,...,X,}.

(a) (4p) Utforma ett sadant test pa signifikansniva o = 0.05.

(b) (MVE302, 3p) Bestam styrkan () for testet med n = 4, som en
funktion av 6 > 3.

5. Johanna &r ett stort fan av Eurovision Song Contest, och undersoker
sambandet mellan juryns podng (X) och publikens podng (V) till ett
bidrag. Baserat pa data (xp,yx) fran n = 51 bidrag fran 2021 och 2022
berdknar hon foljande summor:

zn:xk = Zn:yk = 4582,
k=1 k=1

n
Sex = Y _(xx — T)* = 327000,
k=1
n
Sey = Y _(xx — T)(yx — F) = 215000,
k=1
n
Syy =Y _(yk — 7)* = 493000.
k=1

(a) (1p) Skatta koefficienterna a,b,o? i en linjir regressionsmodell
Y =a+bX +¢e, &~ N(0,0%).

(b) (3p) Sveriges bidrag 2023 fick 340 poéng fran juryn, och Johanna vill
kénna sig sdker pa att det racker for vinst innan publikens poéang till-
kédnnages. Hon berdknar darfor ett nedre begransat 90% prediktions-
intervall for publikens poéng fér samma bidrag. Ange detta.

6. Betrakta foljande process, dar n > 2 &r ett heltal. Valj X; likformigt
fran {1,...,n}. Givet Xy, valj X likformigt fran {1,..., X;}. Generellt;
for alla k > 2 véljs X, likformigt fran {1,..., X;_1}. Lat

T, = min{k : X, = 1}.

(a) (1p) Hitta sannolikhetsfunktionen for 7.
(b) (3p) Hitta sannolikhetsfunktionen for T5.
(c) (2p) Beriikna E [T}].
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7. (MVE302) For en populationsvariabel X ~ I'(2,\) &r vi intresserade
av parametern A. Vi véaljer en Bayesiansk approach, och introducerar en
slumpvariabel A och gér observationer x1,...,x,.

(a) (3p) Givet priorférdelning I'(«, 5) med o € N och 8 € Ry, vad ar
posteriorfordelningen for A7

(b) (2p) Skatta A via ett posterior mean estimate Xpme.
(c) (2p) Visa att skattningen j\pme ar konsistent.

Tips. En stokastisk variabel X ~ I'(a, \) med v € N har tathetsfunktion

)\axa—l g
fX(x):me /\, x> 0.
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Fordelningsfunktionen ®(z) = Fz(z) for Z ~ N(0,1)

Tabeller

Om det vérde du soker saknas i en tabell, anvind det ndrmast tillgéngliga.

z| 0 1025 0.5 | 0.75 1 1.25 | 1.5 | 1.75 2 2.5 3
®(z) (05| 0.6 | 0.69 | 0.77 | 0.84 | 0.89 | 0.93 | 0.96 | 0.977 | 0.994 | 0.999
Kvantilfunktionen Ft;fl (q) for t—férdelningen
7=09q=095]qg=0975 | g =099
df =1 3.08 6.31 12.71 31.82
df =2 1.89 2.92 4.30 6.96
df =3 1.64 2.35 3.18 4.54
df =4 1.53 2.13 2.78 3.75
df =5 1.48 2.02 2.57 3.36
df =7 141 1.89 2.36 3.00
df =10 1.37 1.81 2.23 2.76
df =15 1.34 1.75 2.13 2.60
df =20 1.33 1.72 2.09 2.53
df =30 1.31 1.70 2.04 2.46
df = 50 1.30 1.68 2.01 2.40
df =100 1.29 1.66 1.98 2.36
df = o0 1.28 1.64 1.96 2.33
Kvantilfunktionen Fx_gé(q) fér y?>—fordelningen
¢q=0025|¢g=0.05]¢=01|¢g=09|¢g=0.95| ¢=0.975
df =1 0.001 0.004 .02 2.71 3.84 5.02
df =2 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38
df =3 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35
df =4 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.1
df =5 0.83 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8
df =7 1.69 2.17 2.83 12.02 14.1 16.0
df =10 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5
df =15 6.26 7.26 8.55 22.3 25.0 27.5
df =20 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 34.2




Losningar

1. (6p) Tva kontinuerliga stokastiska variabler X, Y har simultanférdelning

1
f(:c,y):;e_z, 0<y<l‘

Bestam korrelationskoefficienten
Cov (X,Y)

pPIXY) = V/Var (X) Var (V)

Losning. Vi beh6ver berdkna ett gdng vantevarden; forst och framst
skriver vi om

Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y],
Var (X) = E [X?] - E[X]?,
Var (V) =E[V?] —~E[Y]*.

Det underlattar om vi kan hitta marginal- eller betingade férdelningar.
Vi har

‘1 —x —x
fX(a:):/ —e Pdy =e ",
0

X

medan fy (y) inte dr 1att att fa nagot uttryck for. Istillet noterar vi att

fyix(y|z) = ffif(’;/)) = é, 0<y<umz.

Kommentar. Nu kan vi inse (for att underlédtta intuitionen) att X ~
exp(l), och Y har den betingade fordelningen U[0, X]. Jag kommer
fortsédtta 16sningen under antagandet att vi inte har insett detta.

I véintevardesberdkningarna nedan kommer vi upprepade ganger anvanda

oo o oo
/ e dr =1, / rve dxr =1, / ?e % dx = 2.
0 0 0

(Dessa virden kan vi berédkna med hjélp av partiell integration, alternativt
genom att inse att det dr virden av Gammafunktionen.)

Vi berdknar vanteviarden (med hjilp av véantevirdesvarianten av totala
sannolikhetslagen (TSL) i vissa fall):

E[X]:/ xe Ydx =1,
0

E[y] 2" /OOOE[Y | X = 2] fx(z)de = /OOO (/Ox idy) e~ Td
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Vidare har vi (med A = {(z,y) : 0 <y < z})

E[XY]= // xyf(z,y dwdy—/ / ye  “dxdy
=/ ye Vdy =1,
0

Da har vi
1
COV(X,Y):IE[XY]—E[X]]E[Y]:?
Var (X) =E[X?] -E[X]* =1,
2 1 )
_ 21 _ 2_4_1_ 9
Var (V) =E[Y?] —E[Y] 311
Alltsa ar
1
p(X,)Y)= —2— = 3
1.5 5
2

. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och \S,, betecknar summan
av utfallen av de n kasten. Valj konstanterna a, b sa att

lim P (an — by/n < S, < an+by/n) = 0.95.

n—o0

Losning. Vianvénder centrala gransvardessatsen. Lat X, € {1,2,3,4,5,6}
vara utfallet av kast k, sa att

R
k=1

Vi har

14+2434+4+5+6 7
=E[X] = ; =5 =35,

6
Z (k —3.5)2 3% ~ 2.92.
k=1

0% = Var (X1) =

@\l—‘
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Notera att Stora Talens Lag séger att om a # i, sa ar gransvardet i fraga
0; om a < p kan vi lata € > 0 vara sa att a = u — 2¢, och for stora n ar

Sn b
< = <
P(S,, < an+ byn) P(n _a—I—\/ﬁ)

SIP’<S"SM—€)
n

STL
— 0.

Sa vi maste ha a > u, och pa samma sitt visas att a < p, alltsa a = p.
Lat oss valja b.

Vi har 0 =~ v/2.92 =~ 1.71. Centrala gransvardessatsen sager att

<S" —HR x> — &(x)

lim P ————
im o

n—oo

for alla x € R. Vi har da

lim P (un — by/n < S, < pn + by/n) :@(b) —q><_b>
n—o00 g

o
b
(symmetri hos ®) = 2P <> -1
o

2% <b> —1=0.95,
o

b b
® (J) = 0975 = — = ®71(0.975) = b= 0®1(0.975).

Vi behover vilja b sa att

vilket ger

Fran tabellen ser vi att ®~1(0.975) ~ 2 (egentligen &r svaret ~ 1.96), sa

2
b= :115@*1(0.975) ~2-1.71 = 3.42.

Svar. a = 3.5 och b = 3.42.

. (5p) Foljande data kommer fran en normalférdelning med oként véntevérde
p och varians o

1.01, 1.22, 1.31, 1.66, 1.87, 2.15, 2.75, 3.21.

Ange ett 95% konfidensintervall for p, och ta stallning till Hy : p = 1
mot H 4 : p # 1 pa signifikansniva 0.05.

Losning. Fragan ar, som manga papekade, tvetydig — kdnner vi till
variansen eller ej?7 Bada tolkningar dr okej (Aven om min intention &r
att variansen ska vara okénd), sa jag presenterar bada lésningarna.
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Lésning A: okind o?.

Vi beraknar stickprovsmedelvéarde och -standardavvikelse:
=19, s=0.77.

Ett 95% konfidensintervall for p far vi via formeln

_ 1 (0% S
MexiFtn,1(1_§>% (1—04)

Konfidensgrad 95% motsvarar o« = 0.05. Kvantilen Ft;1(0.975) = 2.36
hémtas fran tabell, sa vi far

0.77
pwe1l9+236- — =1.9+0.64 (95%).

V8

Konfidensintervallet innehaller inte talet 1, sa vi forkastar Hy pa signifikansniva
a = 0.05.

Lésning B: kind o2.

Vi berdaknar stickprovsmedelvérde
T=1.9.

Ett 95% konfidensintervall for p far vi via formeln

e (1-5) = (1-a)
LET NG (1-a)
Konfidensgrad 95% motsvarar o = 0.05, och vi har kvantilen ®~1(0.975) ~
2 (fran tabell). Sa vi far (med n = 8)

20 o

— =19+ —.

V8 V2

Hur vi stéller oss till hypotesen Hy : 4 = 1 mot Hyq : u # 1 beror pa
huruvida intervallet innehéaller 1. Detta beror pa o, och gransen gar vid

o= 0.9v/2.
Om o > 0.9v/2 behalls Hy. Om o < 0.9v/2 forkastas Hy.

Kommentar till bada lésningar. Det gar ocksa bra att vélja ett
ensidigt konfidensintervall for u (eftersom uppgiften inte specificerar),
men endast det symmetriska intervallet i 16sningen kan anvindas for att
utfora hypotestestet.

wely+
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4. Lat 0 > 0. For en populationsvariabel X ~ U[0, 6] vill vi testa Hy : 6 = 3
mot H 4 : 6 > 3, baserat pa teststatistikan

M = max{Xy,...,X,}.

(a) (4p) Utforma ett sadant test pa signifikansniva o = 0.05.

(b) (MVE302, 3p) Bestam styrkan () for testet med n = 4, som en
funktion av 6 > 3.

Lésning.

(a) Vi borjar med att undersoka teststatistikans fordelning. For 0 <
x < 0 giller att

P(M < z)=P(Xp <z Vk)
(oberoende) = P(X; < x)"

-

T\ "

P(M>z)=1— (5) .
Forkastningsregionen for Hy : 0 > 3 ska ha formen R, = (m, c0)
for nagot m € R, eftersom ju stérre M ar desto mer tror vi pa 6 > 3.
Vi véljer m sa att

n

N—

d
0

Da ar

0.05 = P, (M > m)

Vi léser ut m och far
m=3-0.95""
Alltsa &r Ry = (3-0.95/7, o0).
(b) For n =4 far vi m = 3-0.95/% = 2.96. Styrkan &r, for 6 > 6,

2.96\*
B(0) = Po(M € Ra) = Po(M > 2.96) = 1 — (9> .

5. Johanna &r ett stort fan av Eurovision Song Contest, och undersoker
sambandet mellan juryns podng (X) och publikens podng (Y) till ett
bidrag. Baserat pa data (zp,yx) fran n = 51 bidrag fran 2021 och 2022
berdknar hon féljande summor:

ixk = iyk = 4582,
k=1 k=1
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Sex = _(xx — T)* = 327000,
1

Sey = Y _(xx — T)(yx — F) = 215000,
k=1

Sl

(yr, — 7)* = 493000.

M=

Syy =
k=1

(a) (1p) Skatta koefficienterna a, b, o? i en linjir regressionsmodell

Y =a+bX +¢e, &~ N(0,0%).

(b) (3p) Sveriges bidrag 2023 fick 340 poéng fran juryn, och Johanna vill
kénna sig sdker pa att det racker for vinst innan publikens poéang till-
kannages. Hon beraknar darfor ett nedre begransat 90% prediktions-
intervall for publikens poang fér samma bidrag. Ange detta.

Losning.

(a) Vi anvénder formler

-8
b= "% =065
Sy ’
R 4582 R
a=7-— T:%(l—b):30.65,

1 S2
§% = — (Syy - S:;) = 7160.

(b) Ett nedre prediktionsintervall baserat pa observation x = 340 har
nedre grans

1 (x—17)2

i+ br — F;12(0.9)s\/1 + =+ = 133.4.
n- n

Trr

Intervallet &r da (133.4, 00).

(Johanna kunde alltsa inte kinna sig sarskilt sdker pa de 287 poéang
som behovdes for vinst. Jag kan ocksa papeka att modellen som togs
fram inte &r sirskilt bra, och att en kvadratisk modell Y2 = a4 bX?
ar béttre lampad.)

6. Betrakta foljande process, dar n > 2 &r ett heltal. Valj X; likformigt
fran {1,...,n}. Givet Xy, vélj X likformigt fran {1,..., X1}. Generellt;
for alla k > 2 véljs X, likformigt fran {1,..., X;_1}. Lat

T, = min{k : X}, = 1}.
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(a) (1p) Hitta sannolikhetsfunktionen for T5.
(b) (3p) Hitta sannolikhetsfunktionen for T5.
(c) (2p) Berikna E [T}].

Losning.

(a) Lat t vara ett positivt heltal. Handelsen T5 = ¢ innebér att X; =
Xo=---=X;_1 =2, medan X; = 1. Detta har sannolikhet 2%, s&

P(Ty=t)=2"" t=1,2,....
Alltsa ar Ty ~ Geom(1/2).

(b) Nér n = 3, sa kan vi dven definiera
K = min{k : X} < 3}.

Da ar K ~ Geom(2/3), enligt samma argument som i (a). Da har

V1
t
P(Ts=t)=) P(T3=t|K =FkPK =k)
k=1
i k—1
2 2
=N P(T3=t|K=k)= <1—>
3 3
k=1
L1
:2Z§P(Tg_tyf(—k)
k=1
Notera att
1
P(Ty =k | K =Fk) =,

eftersom X g kan vara 1 eller 2 med sannolikhet 1/2. Vi har generellt,
for t > k,

1 t—k+1
P(ngt]K:k):<2> .

Det géller da for alla positiva heltal ¢ att
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(c) Anta att vi véljer nagot godtyckligt n > 2, och definiera
K, = min{k : X} < n}.

Da har vi K,, ~ Geom(1 —1/n), sa

Lat N = Xk, vara det forsta vérdet ldgre an n. Da ar N likformigt
fordelat i {1,...,n —1}. Vi har

E [Tn] =E [Kn] +E [Tn - Kn]

n—1
n . .
:n71+ZE[Tn_Kn|N:]]P(N_])
7j=1
n 1 n—1
:n—1+n—1;E[Tn_Kn|N:]]-

Vi noterar att om N =1 sa ar T,, = K,,. For ovriga varden har vi
E[Tn_Kn ‘ N:]] :E[Tj}‘

Da géller rekursionen

n—1

E[T,] = —— n—i—iE[Tj]

Fran (a) har vi E [T5] = 2, och med hjéilp av rekursionen far vi

1 1
E[Ty] = 5(3+2)=2 =3,

1 ) 17

Do ot

7. (MVE302) For en populationsvariabel X ~ I'(2,\) &r vi intresserade
av parametern A. Vi véljer en Bayesiansk approach, och introducerar en
slumpvariabel A och gor observationer x1,...,x,.

(a) (3p) Givet priorférdelning I'(c, 5) med o € N och 8 € Ry, vad ar
posteriorfordelningen for A7

(b) (2p) Skatta A via ett posterior mean estimate Apme.
(c) (2p) Visa att skattningen Apme &r konsistent.
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Tips. En stokastisk variabel X ~ I'(a, \) med o € N har tathetsfunktion

a.a—1
_ )\ A “\z

fX(m)—me , x>0.

Losning.
(a) Var prior &r

_ /Ba)\ozfl

—BA a—1_—fBA
7(04 — 1)!6 xX A% e .

fa(N)

Vi har

n
fX|A(x17 <oy In ‘ >\) = H )‘kaeikrk
k=1
oc AZe ALk,

Vi har da posterior

faxN w1, mn) Ao AL wk ol o—FA
— \t2n—1,—A(B+2wk)

Detta ar I' (o +2n, 8+ > 5 k).

(b) Vi behover ta reda pa vad Gammaférdelningen har for vintevérde.
Detta gar att sla upp i tabell, eller genom att inse att det (eftersom
forsta parametern dr ett heltal) &r summan av oberoende exponentialfordelade
variabler. Annars kan vi ocksa gora sahar: om X ~ I'(«, 8) dér «
ar ett heltal, sa &ar

00 o o—1
E[X]—/O x(ﬂail)!e_ﬁxdx

| © pa+l, .o
= @ / A e Py
Bla—1) Jo al

o«

p
Har har vi anvéant att den sista integralen ar av tdthetsfunktionen
for T'(a + 1, B).
Givet en posteriorfordelning A ~ I'(a + 2n, 8+ >}, x,), far vi

a+2n

e =B = S
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(c) Vi anvénder stora talens lag for att visa att Xpme ar konsistent. Lat
X1, Xz,... vara oberoende med férdelning I'(2, A), och lit S, =
> p_1 Sn. Definiera Y;, = Apme — A. Eftersom p = E [X] = 2/ har

V1
Y = Apme — A = ZIZL—A
_a/n+2 2
~ B/n+Su/n - p
_ap/n+2(u— Sp/n)
~ (B/n+ Sn/n)

Nu handlar det om att inse att S,/n — u via stora talens lag, sa
Apme — A. Formellt bevisar vi det som foljer. Lat ¢ > 0 vara
godtyckligt, och lat 6 > 0 (som vi véljer senare), och definiera

héndelsen 5
5n:{ n—u‘ Sé}.

n
Da séger stora talens lag att P(E,) — 1 da n — oo. Vi har

P(|Yn| =€) = P(|Yn| > € | £2)P(En) + P(IYn| > € | £2)P(En)
<P(|Yy| > e | &) +P(E).

Om &, intraffar har vi, for tillrackligt stora n,

_ an_ 2(u — Sp/n)
ppB + pSn  p(B/n+ Sp/n)
< o n 26
T B+ p(p =0 p(B/n+ (1 —96))
cE4 2
T2 p(p—29)
<&,

Yol

om vi valjer ¢ tillrackligt litet. Detta ger
P(|Y,| >¢| &) =0, for stora n.
Sa,

lim P(|Y,] >¢) < lim P(&,) =0,

n—oo n—o0

enligt stora talens lag. Detta visar att ;\pme ar konsistent.
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