Matematiska Vetenskaper 2023-08-15 EM

Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson (1069)
MVE302, MVE395, TMA321
Tentamen

Detta ar en sammanslagning av tentamen for de tre kurserna.
Notera att uppgifter markta MVE302 ej ingar pa tentamen
for MVE395 och TMA321.

TMA321 & MVE395: 12-17p ger trea, 18-23p ger fyra, 24-30p ger femma.
MVE302: 16-23p ger trea, 24-31p ger fyra, 33-40p ger femma.
Tillatna hjalpmedel:

e valfri minirdknare,

e Mathematics Handbook (Beta),

e 2 blad (totalt 4 sidor) handskrivna anteckningar (utskrivna anteckningar
fran skrivplatta godkénns),

e tabeller bifogade till tesen.

1. (5p) Tva kontinuerliga slumpvariabler X, Y har simultan tathetsfunktion
flay)=clz+yle™, 0<y<uz,
fér nagon constant ¢ > 0.

(a) Bestdm konstanten c.

(b) Berikna E [X].

(c) Berikna E[Y].

(d) Berékna Cov (X,Y).

Tips. For heltal k > 0 géller att [~ z"e™"dx = k!.

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S, betecknar summan
av de n kastens utfall. Hitta konstanter o, 8 > 0 sadana att

lim P(S, < 3.5n + an”) = 0.999.

n—o0

3. (5p) Foljande data kommer fran en normalférdelning med oként vanteviarde
2.

v och okand varians o
1.01, 1.22, 1.31, 1.66, 1.87, 2.15, 2.75, 3.21.

Ange ett 95% konfidensintervall for p, och ta stéllning till Hy : p = 1

mot Ha : pu # 1 pa signifikansniva 0.05.
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. (5p) Antag att X ~ I'(3,0), sa att X har foljande tathetsfunktion med

parameter 6 > O:
032
fo(x) = 5 e % xz>0.

Hitta en maximum likelihood—skattning av 6.

. (4p) Lat X1, Xs,... vara oberoende slumpvariabler med
P(Xy = 1) = P(X, = —1) — % for alla k.
Definiera S, = > _;_; Xj. For heltal k # 0 definieras
T =min{n >1:5, = k}.
Berdkna P(T_1 < T3).

. (6p) En kontinuerlig populationsvariabel X, likformigt fordelad pa intervallet
[0, 6] for nagot € > 0, studeras. Ett stickprov av storlek n = 4 tas, och
vi noterar teststatistikan

max{z1, T2, x3, 4} = 3.1.
Ange, baserat pa detta, ett 95% konfidensintervall for 6 pa formen [a, 00).

. (MVE302, 3+3p) Anta att vi kénner till att en populationsvariabel
X ar normalfordelad med varians 10 och oként vantevarde p. Vi vill
testa nollhypotesen Hy : g = 0 mot alternativhypotesen H; : pu >
0, med ett stickprov av storlek n = 10. Som teststatistika anvinds
stickprovsmedelviirdet X. Vi kommer fram till att Hy ska forkastas pa
signifikansniva o om X > 1.75.

(a) Vad ar signifikansnivan a?

(b) For vilket varde pa p géller att testets styrka ar 99.9%7

. (MVE302, 4p) Lat X7, Xo, ... vara oberoende likformiga slumpvariabler
med vinteviirde 0 och #ndlig varians 2. Anta att varje X; har en
momentgenererande funktion M;(t) som ar konvergent for alla ¢t € R.

Notera att variablerna inte nédvéndigtvis har samma fordelning. Lat

1 n
Ly = —— X
" J\/ﬁ; k

och visa att den momentgenererande funktionen for Z,, konvergerar punktvis
till den momentgenererande funktionen fér N(0,1).
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Fordelningsfunktionen ®(z) = Fz(z) for Z ~ N(0,1)

Tabeller

Om det vérde du soker saknas i en tabell, anvind det ndrmast tillgéngliga.

z| 0 1025 0.5 | 0.75 1 1.25 | 1.5 | 1.75 2 2.5 3
®(z) (05| 0.6 | 0.69 | 0.77 | 0.84 | 0.89 | 0.93 | 0.96 | 0.977 | 0.994 | 0.999
Kvantilfunktionen Ft;fl (q) for t—férdelningen
7=09q=095]qg=0975 | g =099
df =1 3.08 6.31 12.71 31.82
df =2 1.89 2.92 4.30 6.96
df =3 1.64 2.35 3.18 4.54
df =4 1.53 2.13 2.78 3.75
df =5 1.48 2.02 2.57 3.36
df =7 141 1.89 2.36 3.00
df =10 1.37 1.81 2.23 2.76
df =15 1.34 1.75 2.13 2.60
df =20 1.33 1.72 2.09 2.53
df =30 1.31 1.70 2.04 2.46
df = 50 1.30 1.68 2.01 2.40
df =100 1.29 1.66 1.98 2.36
df = o0 1.28 1.64 1.96 2.33
Kvantilfunktionen Fx_gé(q) fér y?>—fordelningen
¢q=0025|¢g=0.05]¢=01|¢g=09|¢g=0.95| ¢=0.975
df =1 0.001 0.004 .02 2.71 3.84 5.02
df =2 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38
df =3 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35
df =4 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.1
df =5 0.83 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8
df =7 1.69 2.17 2.83 12.02 14.1 16.0
df =10 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5
df =15 6.26 7.26 8.55 22.3 25.0 27.5
df =20 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 34.2




Losningar
1. (5p) Tva kontinuerliga slumpvariabler X, Y har simultan tathetsfunktion
flx,y) =clx+ye ™, 0<y<u,
fér ndgon constant ¢ > 0.

(a) Bestdm konstanten c.
(b) Berékna E [X].
(c) Berikna E[Y].
(d) Berékna Cov (X,Y).

Tips. For heltal k& > 0 giller att [ z*e ™ dz = k!

Losning.

(a) Integralen av tathetsfunktionen ska vara 1, sa vi har

1 oo x
- = / ex/ (x + y)dydx
¢ 0 0

f o],
e Ty + -y dx
0 2 y=0

o0

Alltsa ar ¢ = 1/3.
(b) Vi har

BX) = [ af(e.p)dzdy

med integralen 6ver 0 < y < x. Alltsa,

1 o0 x
E [X] :3/ :Ue_x/ (x + y)dydx
0 0
1 [>®3

= 3/0 §ZL‘36_xdlL‘

=3.
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(d) Vi berdknar
E[XY] = / / zyf(z,y)dzdy

1 o] xX

= / xe_x/ y(x + y)dydx
3 Jo 0
1 o

5
= 3/0 ze T - E:ESda:

0 > 4 _ —x
= — z e Tdx
18 Jo
5 2
:—-24:—0.
18 3
Da ar
20 5 5
COV(X,Y):E[XY]—E[X]IE[Y]:3—3.525

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S,, betecknar summan
av de n kastens utfall. Hitta konstanter «, 8 > 0 sadana att

lim P(S, < 3.5n + an”) = 0.999.

n—o0

Losning. Lat X3 vara ogonsumman pa det forsta térnignskastet.
Detta har vintevirde p = 3.5 och varians 02 = 35/12 ~ 2.92. Centrala
gransvirdessatsen siger da att

lim P(S, < 3.5n + zon'/?) = &(x).

n—oo

Enligt tabell &r ®(x) = 0.999 nér z = 3, sa alltsa géller att

lim P(S, < 3.5n + 30n'/?) = 0.999.

n—oo

Vi laser av att vi kan ta § = 1/2 och a = 30 = 3v/2.92 = 5.12.
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3. (5p) Foljande data kommer fran en normalférdelning med oként vantevirde
w och okénd varians o

1.01, 1.22, 1.31, 1.66, 1.87, 2.15, 2.75, 3.21.
Ange ett 95% konfidensintervall for p, och ta stéllning till Hy : p = 1

mot Hy : pu # 1 pa signifikansniva 0.05.

Losning. Vi berdknar stickprovsmedelvarde och -standardavvikelse:
=19, s=0.77.

Ett 95% konfidensintervall for p far vi via formeln

_ —1 (67 S
peT+ R (1—§> o ()
Konfidensgrad 95% motsvarar o« = 0.05. Kvantilen Ft;1(0.975) = 2.36
héamtas fran tabell, sa vi far

0.77
p€19+236- —— =1.9+0.64 (95%).

V8

Konfidensintervallet innehaller inte talet 1, s vi forkastar Hy pa signifikansniva
a = 0.05.

4. (5p) Antag att X ~ I'(3,0), sa att X har foljande tathetsfunktion med
parameter 6 > 0:

93 2
fo(x) = ; e %z >0.
Hitta en maximum likelihood—skattning av 6.
Losning. For ett stickprovsutfall x4, . . ., x,, ges loglikelihoodfunktionen
av

0= (9 ke e—9w>
03 n n
=nln (2> + 221n(37i) - Hin
i=1 i=1
=3nlnb + QZln(asi) - Qin —nln2.

i=1 =1

Denna ska maximeras med avseende pa #, sa vi deriverar:
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Derivatan ar noll med negativ andraderivata vid

Y% T
Detta ar var ML—skattning.
. (4p) Lat X1, Xo,... vara oberoende slumpvariabler med

1
PXp=1)=P(X,=-1) = 2 for alla k.
Definiera S, = >_;_; Xi. For heltal k # 0 definieras
T =min{n >1:5, = k}.

Berdkna P(T_; < T3).
Losning. Enligt totala sannolikhetslagen géller att
]P)(T_l < TQ) = ]P)(T_l < T | X = —1)]P)(X1 = —1)
+P(T_1 <15 ‘ X1 = 1)IP(X1 = 1).

Eftersom X7 = —1 implicerar T_1 < Th, sa galler att P(T_1 < Ty | X1 =
—1) =1. Vi har da

1 1
P(T,1 <T2) :1§+P(T,1 < Ty |X1 :1)5 (1)
Vi behover forsta P(T_; < Ty | X7 = 1). Vi ténker oss att en ny process

n
Sh=>_ X
h=2

borjar vid punkten (1,1). Lat 7} vara det forsta tillfallet da S}, = k.
Variabeln S/, har samma fordelning som S,_1, och om vi betingar pa
X1 =1 sa galler att

(T <Tyn{X; =1} ={T", < T{}.
Slutsatsen ar att
P(T1<To | X1=1)=P(T 5 <T]) =P(T_5 <Ty). (2)
Men processen ar symmetrisk, sa vi maste ha
P(T o <Ty)=PT_1 >T) =1-P(T_; <Td). (3)

Vi slar ihop (1), (2), (3) och far
1 1
]P)(T,1 < Tz) = 5 + 5 (1 — ]P)(Tfl < T2)) .
Hér kan vi 16sa ut P(T_1 < T3) = 2/3.
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6. (6p) En kontinuerlig populationsvariabel X, likformigt fordelad pa intervallet
[0, 0] for nagot 6 > 0, studeras. Ett stickprov av storlek n = 4 tas, och
vi noterar teststatistikan

max{x, 2, x3, x4} = 3.1.

Ange, baserat pa detta, ett 95% konfidensintervall for 6 pa formen [a, 00).

Losning. Var teststatistika ar alltsa
M = maX{Xl, XQ, X3, X4}

Malet blir att hitta en funktion a(M) sadan att, givet ett stickprov
Xla s 7X4a
P(a(M) < ) = 0.95. (4)

For att kunna hitta en sddan funktion behdéver vi forsta fordelningen hos
M. For 0 < x < 0 géller att

P(M <z)=P(X; <z, allai)
=P(X; < z)?
3\ 4
-(5) -
Vi noterar da att

4
0.95 — (%) > 0=z = 0.95/49.

Alltsa ar
P(M < 0.95Y%9) = 0.95.

Med andra ord,

M

Vi ser att a(M) = M/0.95'/4 uppfyller (4). Utfallet M = 3.1 ger

31
©0.951/4

Konfidensintervallet &r [3.14, c0).

a = 3.14.

7. (MVE302, 3+3p) Anta att vi kénner till att en populationsvariabel
X ar normalfordelad med varians 10 och oként vantevarde p. Vi vill
testa nollhypotesen Hy : g = 0 mot alternativhypotesen H; : pu >
0, med ett stickprov av storlek n = 10. Som teststatistika anvands
stickprovsmedelviirdet X. Vi kommer fram till att Hy ska forkastas pa
signifikansniva o om X > 1.75.
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(a) Vad ar signifikansnivan a?
(b) For vilket virde pa p géller att testets styrka ar 99.9%7
Losning.

(a) Viska ha
a =Py, (X > 1.75).

Under Hy giller att X ~ N(0,10/10) = N(0,1). Alltsa &r, enligt
tabell,
a =Py, (X > 1.75) = 0.04.

(b) Styrkan for p > 0 ges av
B(u) =P, (X > 1.75).
Vi har X ~ N(u,1), alltsd X — p ~ N(0,1), och
Bu) =Pu(X — > 175 —p) = 1 — (175 — p1) = By — 1.75).
Enligt tabell &r detta 0.999 nér p — 1.75 = 3, alltsa u = 4.75.

. (MVE302, 4p) Lat X, X», ... vara oberoende likformiga slumpvariabler

med vintevirde 0 och #ndlig varians 2. Anta att varje X; har en

momentgenererande funktion M;(t) som &r konvergent for alla ¢ € R.
Notera att variablerna inte nédvéndigtvis har samma fordelning. Léat

1 n
Zp=——S"X
" U\/ﬁkzzl k

och visa att den momentgenererande funktionen for Z,, konvergerar punktvis
till den momentgenererande funktionen for N(0,1).

Losning. Eftersom variablerna X ar oberoende géller for varje ¢t € R
att

My (t) =E [exp {Uf/ﬁ;xk}] _ klill]E [ef%xk] - ’ﬁMk <U\t/ﬁ> .

For stora n géller enligt Taylors formel att

M, (U\t/ﬁ) = M(0) + Uf/ﬁM{g(o) + (a\t/ﬁ>2 M’Q;(O) +0(n3?).

Eftersom p = 0 géller att

Mp(0) =1, Mj(0)=p=0, M(0)=E[X}]=0+p*=0"
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Vi har da

t 12
M, [ —— ) =1+ — —3/2
k(mm> 5+ 07,

och

Mg, (t) ﬁ<++m3%>

Taylors formel ger

t —3/2\ _ £ —3/2
1—1—%—1—0(71 ) = exp %4—0(71 )¢

sa
Mz, () = [ e {tQ )
n 2n
k=1
2
= exp {2; + O(n_l/Q)} .
t2/2

Detta konvergerar punktvis till e*"/<, som ar mgf:en for N (0, 1).
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