Matematiska Vetenskaper 2023-10-07 EM

Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson (1069)
MVE302, MVE395, TMA321
Statistik
Tentamen

Detta ar en sammanslagning av tentamen for de tre kurserna.
Notera att uppgifter markta MVE302 ej ingar pa tentamen
for MVE395 och TMA321.

TMA321 & MVE395: 12-17p ger trea, 18-23p ger fyra, 24-30p ger femma.
MVE302: 16-23p ger trea, 24-31p ger fyra, 33-40p ger femma.
Tillatna hjalpmedel:

e valfri minirdknare,

e Mathematics Handbook (Beta),

e 2 blad (totalt 4 sidor) handskrivna anteckningar (utskrivna anteckningar
fran skrivplatta godkénns),

e tabeller bifogade till tesen.

1. (5p) Tva kontinuerliga slumpvariabler X, Y har simultan tathetsfunktion
flzy)=e?, O0<z<y.
Tips. For heltal k& > 0 giller att [ z*e™dz = k!.

(a) Hitta fx(x) for alla z > 0.

(b) Hitta fyx(y|z) foralla 0 <z <y.

(c) Visa att X och Y — X &r oberoende och likférdelade.
(d) Berékna E[Y] och Var (Y), forslagsvis med hjélp av (d).

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S,, betecknar summan
av utfallen av de n kasten. Valj konstanterna a, b sa att
lim P (an —byn<8S, <an+ b\/ﬁ) = 0.99.
n—oo
3. (bp) For att avgora om ett mynt ar rattvist, det vill sdga ger 50% chans
till klave vid singling, gér Boel ett hypotestest. Hon later p beteckna
myntets sannolikhet for klave, och stéller upp nollhypotes Hy : p = 0.5
och alternativhypotes Hy : p # 0.5. Hon singlar slanten n = 400 ganger,
och later X beteckna antalet klave.

For testet véaljer Boel signifikansniva o = 0.05, och en region R sadan
att X € R leder till att hon forkastar nollhypotesen. Ange R, med hjalp
av lampliga approximationer.
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4. (5p) Antag att X ~ I'(2,0), sa att X har foljande tathetsfunktion med
parameter 6 > O:
fo(z) = 0%z, = >0.

Hitta en maximum likelihood—skattning av 6.

5. (bp) Lat N vara en Poissonférdelad slumpvariabel med intensitet A > 0,
och lat X1, Xo,... vara oberoende slumpvariabler, likformigt férdelade
pa [0, 1], som &ven &r oberoende av N. Definiera en slumpvariabel

T min{X;,..., Xy} om N >1,
11 om N = 0.

Berdkna F(t) =P(T <t) for alla 0 < ¢t < 1.
Tips. For alla z € R géller att > 2, 2™ /n! =¢e” — 1.

6. (5p) En kontinuerlig populationsvariabel X ar exponentialférdelad med
okénd intensitet 6 > 0. Alltsa har X téathetsfunktion

fx(z)=0e% x>0

Ett stickprov av storlek n = 4 tas, och vi noterar teststatistikan
min{z, xg, x3, 24} = 0.1.

Ange, baserat pa detta, ett 95% konfidensintervall for 6 pa formen [a, o).

7. (MVE302, 3+2p) Anta att vi kénner till att en populationsvariabel
X ar normalférdelad med varians 20 och oként vantevarde p. Vi vill
testa nollhypotesen Hy : u = 0 mot alternativhypotesen H; : p >
0, med ett stickprov av storlek n = 5. Som teststatistika anvéinds
stickprovsmedelvirdet X. Vi kommer fram till att Hy ska forkastas pa
signifikansniva o om X > 2.5.

(a) Vad ar signifikansnivan a?

(b) For vilket virde pa p giller att testets styrka dr 90%7
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8. (MVE302, 3+2p) En populationsvariabel X &r Bernoulliférdelad, X ~
Bin(1, ), och vi &r intresserade av parametern A € [0,1]. Vi véljer
en Bayesiansk approach, och introducerar en slumpvariabel A och gor
observationer x1,...,Ty,.

(a) (3p) Som priorférdelning valjer vi Betafordelningen B(4,3). Vad ar
posteriorfordelningen for A?

(b) (2p) Skatta A via ett posterior mean estimate j\pme.

Tips. En stokastisk variabel Y ~ B(a,b) har tathetsfunktion

fry) = Bla b)ya’l(l -yl 0<y<l,

dar den normaliserande konstanten B(a,b) = fol t2= (1 — t)*"1dt ges av

(@ —1)I(b—1)!

(atb—1) om a och b ar heltal.
a — 1)

B(a,b) =
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Fordelningsfunktionen ®(z) = Fz(z) for Z ~ N(0,1)

Tabeller

Om det vérde du soker saknas i en tabell, anvind det ndrmast tillgéngliga.

z| 0 1025 0.5 | 0.75 1 1.25 | 1.5 | 1.75 2 2.5 3
®(z) (05| 0.6 | 0.69 | 0.77 | 0.84 | 0.89 | 0.93 | 0.96 | 0.977 | 0.994 | 0.999
Kvantilfunktionen Ft;fl (q) for t—férdelningen
7=09q=095]qg=0975 | g =099
df =1 3.08 6.31 12.71 31.82
df =2 1.89 2.92 4.30 6.96
df =3 1.64 2.35 3.18 4.54
df =4 1.53 2.13 2.78 3.75
df =5 1.48 2.02 2.57 3.36
df =7 141 1.89 2.36 3.00
df =10 1.37 1.81 2.23 2.76
df =15 1.34 1.75 2.13 2.60
df =20 1.33 1.72 2.09 2.53
df =30 1.31 1.70 2.04 2.46
df = 50 1.30 1.68 2.01 2.40
df =100 1.29 1.66 1.98 2.36
df = o0 1.28 1.64 1.96 2.33
Kvantilfunktionen Fx_gé(q) fér y?>—fordelningen
¢q=0025|¢g=0.05]¢=01|¢g=09|¢g=0.95| ¢=0.975
df =1 0.001 0.004 .02 2.71 3.84 5.02
df =2 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38
df =3 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35
df =4 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.1
df =5 0.83 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8
df =7 1.69 2.17 2.83 12.02 14.1 16.0
df =10 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5
df =15 6.26 7.26 8.55 22.3 25.0 27.5
df =20 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 34.2




