Matematiska Vetenskaper 2023-10-07 EM

Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson (1069)
MVE302 — Sannolikhet och Statistik
Tentamen

Detta ar en sammanslagning av tentamen for de tre kurserna.
Notera att uppgifter markta MVE302 ej ingar pa tentamen
for MVE395 och TMA321.

TMA321 & MVE395: 12-17p ger trea, 18-23p ger fyra, 24-30p ger femma.
MVE302: 16-23p ger trea, 24-31p ger fyra, 33-40p ger femma.
Tillatna hjalpmedel:

e valfri minirdknare,

e Mathematics Handbook (Beta),

e 2 blad (totalt 4 sidor) handskrivna anteckningar (utskrivna anteckningar
fran skrivplatta godkénns),

e tabeller bifogade till tesen.

1. (5p) Tva kontinuerliga slumpvariabler X, Y har simultan tathetsfunktion
flz,y)=e?, 0<z<y.
Tips. For heltal k > 0 giller att [;° z*e™dz = kl.

(a) Hitta fx(x) for alla z > 0.

(b) Hitta fyx(y | z) for alla 0 <z < y.

(c) Visa att X och Y — X &r oberoende och likfordelade.
(d) Berékna E[Y] och Var (Y), forslagsvis med hjélp av (d).

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S,, betecknar summan
av utfallen av de n kasten. Vilj konstanterna a, b sa att

li_>rn P (an —byn<S, <an+ b\/ﬁ) = 0.99.

3. (5p) For att avgora om ett mynt &ar rattvist, det vill sdga ger 50% chans
till klave vid singling, gor Boel ett hypotestest. Hon later p beteckna
myntets sannolikhet for klave, och stéller upp nollhypotes Hy : p = 0.5
och alternativhypotes Hj : p # 0.5. Hon singlar slanten n = 400 ganger,
och later X beteckna antalet klave.

For testet véaljer Boel signifikansniva o = 0.05, och en region R sadan
att X € R leder till att hon forkastar nollhypotesen. Ange R, med hjalp
av lampliga approximationer.
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4. (5p) Antag att X ~ I'(2,0), sa att X har foljande tathetsfunktion med
parameter 6 > O:
fo(z) = 0%z, = >0.

Hitta en maximum likelihood—skattning av 6.

5. (bp) Lat N vara en Poissonférdelad slumpvariabel med intensitet A > 0,
och lat X1, Xo,... vara oberoende slumpvariabler, likformigt férdelade
pa [0, 1], som &ven &r oberoende av N. Definiera en slumpvariabel

T min{X;,..., Xy} om N >1,
11 om N = 0.

Berdkna F(t) =P(T <t) for alla 0 < ¢t < 1.
Tips. For alla z € R géller att > 2, 2™ /n! =¢e” — 1.

6. (5p) En kontinuerlig populationsvariabel X ar exponentialférdelad med
okénd intensitet 6 > 0. Alltsa har X téathetsfunktion

fx(z)=0e% x>0

Ett stickprov av storlek n = 4 tas, och vi noterar teststatistikan
min{z, xg, x3, 24} = 0.1.

Ange, baserat pa detta, ett 95% konfidensintervall for 6 pa formen [a, o).

7. (MVE302, 3+2p) Anta att vi kénner till att en populationsvariabel
X ar normalférdelad med varians 20 och oként vantevarde p. Vi vill
testa nollhypotesen Hy : u = 0 mot alternativhypotesen H; : p >
0, med ett stickprov av storlek n = 5. Som teststatistika anvéinds
stickprovsmedelvirdet X. Vi kommer fram till att Hy ska forkastas pa
signifikansniva o om X > 2.5.

(a) Vad ar signifikansnivan a?

(b) For vilket virde pa p giller att testets styrka dr 90%7
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8. (MVE302, 3+2p) En populationsvariabel X &r Bernoulliférdelad, X ~
Bin(1, ), och vi &r intresserade av parametern A € [0,1]. Vi véljer
en Bayesiansk approach, och introducerar en slumpvariabel A och gor
observationer x1,...,Ty,.

(a) (3p) Som priorférdelning valjer vi Betafordelningen B(4,3). Vad ar
posteriorfordelningen for A?

(b) (2p) Skatta A via ett posterior mean estimate j\pme.

Tips. En stokastisk variabel Y ~ B(a,b) har tathetsfunktion

fry) = Bla b)ya’l(l -yl 0<y<l,

dar den normaliserande konstanten B(a,b) = fol t2= (1 — t)*"1dt ges av

(@ —1)I(b—1)!

(atb—1) om a och b ar heltal.
a — 1)

B(a,b) =
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Fordelningsfunktionen ®(z) = Fz(z) for Z ~ N(0,1)

Tabeller

Om det vérde du soker saknas i en tabell, anvind det ndrmast tillgéngliga.

z| 0 1025 0.5 | 0.75 1 1.25 | 1.5 | 1.75 2 2.5 3
®(z) (05| 0.6 | 0.69 | 0.77 | 0.84 | 0.89 | 0.93 | 0.96 | 0.977 | 0.994 | 0.999
Kvantilfunktionen Ft;fl (q) for t—férdelningen
7=09q=095]qg=0975 | g =099
df =1 3.08 6.31 12.71 31.82
df =2 1.89 2.92 4.30 6.96
df =3 1.64 2.35 3.18 4.54
df =4 1.53 2.13 2.78 3.75
df =5 1.48 2.02 2.57 3.36
df =7 141 1.89 2.36 3.00
df =10 1.37 1.81 2.23 2.76
df =15 1.34 1.75 2.13 2.60
df =20 1.33 1.72 2.09 2.53
df =30 1.31 1.70 2.04 2.46
df = 50 1.30 1.68 2.01 2.40
df =100 1.29 1.66 1.98 2.36
df = o0 1.28 1.64 1.96 2.33
Kvantilfunktionen Fx_gé(q) fér y?>—fordelningen
¢q=0025|¢g=0.05]¢=01|¢g=09|¢g=0.95| ¢=0.975
df =1 0.001 0.004 .02 2.71 3.84 5.02
df =2 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38
df =3 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35
df =4 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.1
df =5 0.83 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8
df =7 1.69 2.17 2.83 12.02 14.1 16.0
df =10 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5
df =15 6.26 7.26 8.55 22.3 25.0 27.5
df =20 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 34.2




Losningar
1. (5p) Tva kontinuerliga slumpvariabler X, Y har simultan tathetsfunktion
flzyy)=e?, O0<zx<y.
Tips. For heltal k > 0 giller att [;* z*e™dz = k!

(a) Hitta fx(x) for alla z > 0.

(b) Hitta fyx(y|z) for alla 0 <z <y.

(c) Visa att X och Y — X é&r oberoende och likfordelade.
(d) Berikna E[Y] och Var (Y), forslagsvis med hjélp av (d).

Losning.

(a) For varje x > 0 integrerar vi 6ver y € (z,00) for att fa fram
marginalférdelningen:

ula) = [ty
= /00 e Ydy
= ef

xT

(b) Den betingade tathetsfunktionen ges, for 0 < z < y, av

e_y

e—x
— ¢~ (=)

(c) Lat U =Y — X. Da géller att

PU>u|X=2)=PY -X>u|X =2x)
=PY >u+z|X =2x)

oo

e~ W) gy
u+x

=e . u>0.

Eftersom denna &r oberoende av x, sd maste X och U vara oberoende.
Det géller alltsa att

PU>u)=PU>u|X=x)=ec"
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Tathetsfunktionen for U ar da
d
=——P —u
fulu) = =2 BU > u) = e,
samma som for X.

(d) Viskriver Y = X+ (Y —X). Variablerna X och Y — X &r oberoende
och likfordelade (exponentialférdelade med intensitet 1). Vi har

alltsa
EY]=E[X]|+E[Y — X]
= 2E [X]
= 2/ ze Tdzx
0
— 27
samt

Var (V) = Var (X) + Var (X —Y)

= 2Var (X)
= 2(E [X?] - E[X]?)
=2(E [X?] - 1).

Vi behover berakna
E [X?] :/ ale " dr = 2.
0

Vi far da Var (V) =2(2—1) = 2.

2. (5p) En vanlig sexsidig tarning kastas n ganger, och S, betecknar summan

av utfallen av de n kasten. Vilj konstanterna a, b sa att

lim P (an — by/n < S, < an+by/n) = 0.99.

n—oo

Loésning. Vianvénder centrala gransviardessatsen. Lat X € {1,2,3,4,5,6}
vara utfallet av kast k, sa att

—
k=1

Vi har
1+24+3+4+5+6 7
6 2
6
1 35
0% = Var (X)) = 6};/{ 3.5)? =5~ 292
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Notera att Stora Talens Lag séger att om a # i, sa ar gransvardet i fraga
0; om a < p kan vi lata € > 0 vara sa att a = u — 2¢, och for stora n ar

IP(SnSan—l—b\/ﬁ):]I”(S’"”Sa—i—\bF)
n n
<IP’<S"<M—6>
n
STL

Sa vi maste ha a > u, och pa samma sétt visas att a < p, alltsa a = p.
Lat oss valja b.

Vi har 0 = v/2.92 = 1.71. Centrala gransvardessatsen sager att
. Sp — un B
11151010]}” <a\/ﬁ < a:> = ()
for alla z € R. Vi har da
b —b
lim P (un —byv/n < Sp, < pn+by/n) = @ () - ()
n—o00 g g
(symmetri hos @) = 2 (b> -1

o
2% <b> —1=0.99,
o

b b
® <> =099 = — = ®71(0.995) = b= 0®1(0.995).

o

Vi behover vilja b sa att

vilket ger

Fran tabellen ser vi att ®~1(0.995) ~ 2.5 (egentligen #r svaret ~ 2.578),
sa
35

b= E<1>*1(0.995) ~ 1.71-2.5 = 4.275.

Svar. a = 3.5 och b = 4.275.

. (5p) For att avgora om ett mynt ar rattvist, det vill siga ger 50% chans
till klave vid singling, gor Boel ett hypotestest. Hon later p beteckna
myntets sannolikhet for klave, och stéller upp nollhypotes Hy : p = 0.5
och alternativhypotes Hi : p # 0.5. Hon singlar slanten n = 400 ganger,
och later X beteckna antalet klave.

For testet véljer Boel signifikansniva o = 0.05, och en region R sddan
att X € R leder till att hon forkastar nollhypotesen. Ange R, med hjalp
av lampliga approximationer.
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Losning. Det géller att X ~ Bin(400,p). Under Hy ar specifikt
X % Bin(400,1/2).
Vi vill hitta en lamplig mangd R C {0,1,...,400} sadan att
Py, (X € R) ~ a = 0.05.

Eftersom alternativhypotesen &r tvasidig, ar det rimligt att vi véljer en
region R av formen

R =1{0,1,...,200 — 7} U {200 + r,32 + r + 1,...,400}

for nagot heltal . Pa grund av symmetri rdcker det att bestamma r sa
att

Pry (X > 200+ r) ~ = = 0.025.

«
2
Det aterstar att hitta r.

Normalapproximation. Under Hy kan vi approximera X ~ Bin(400,1/2)
med en normalférdelad variabel Y ~ N(u,0?) med

1 1 1
p=E[X] =400 5 = 200, JQ:Var(X):4OO-§ (1—2> = 100.

Approximationen (med heltalskorrigering for stilpodng) &r att
1
IP’(XEx)%IP’(sz—l—z).

Vi vill da 16sa

0.025 ~ Ppy, (X > 200 + 1)
~P(Y > 200.5+r)
_p (Y — 200 < 200.5 + 7 — 200)
V100~ V100

1 r+ 0.5 .
10

r 2~ 10071(0.975) — 0.5 ~ 10-1.96 — 0.5 =~ 19.
Vi forkastar Hy om X > 200 + 19 = 219 eller X < 200 — 19 = 181.

Vi far

. (5p) Antag att X ~ I'(2,0), sa att X har foljande téthetsfunktion med
parameter 6 > O:
fo(z) = 0%z %, = >0.

Hitta en maximum likelihood—skattning av 6.
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Losning. For ett stickprovsutfall x4, . . ., x, ges loglikelihoodfunktionen
av

00) = znjln (92:32-6—9%)
i=1

=nln(h?) + znjln(:ci) —0 Zn: x;
i=1

i=1
=2nln6 + Zn:ln(xi) - an:ati.
i=1 i=1

Denna ska maximeras med avseende pa 6, sa vi deriverar:

Derivatan ar noll med negativ andraderivata vid

i T T

Detta ar var ML—skattning.

. (bp) Lat N vara en Poissonférdelad slumpvariabel med intensitet A > 0,
och lat X1, Xo,... vara oberoende slumpvariabler, likformigt férdelade
pa [0, 1], som &ven dr oberoende av N. Definiera en slumpvariabel

T min{X;,..., Xy} om N >1,
1 om N = 0.

Berékna F'(t) =P(T <t) for alla 0 <t < 1.
Tips. For alla x € R géller att > 2, 2™/n! =¢e” — 1.

Losning. Totala sannolikhetslagen ger att

P(T>t):iP(T>t|N:n)P(N:n).

n=0

For varje 0 < t < 1 géller att
P(T>t|N=0)=1,

sa vi kan skriva

]P’(T>t):IP’(N:O)+iIP’(T>t|N:n)IP’(N:n).

n=1
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Eftersom N ~ Po(\) géller att

e A\
nl

For n > 1 géller (eftersom alla X}, ar oberoende likformiga)

P(T'>t| N =n)=Pmin{Xy,...,Xp} >1)

[
=

P(Xy > t)
1
—n

I
—~
=l

Det foljer att

]P(T>t):]P’(N:0)+§:]P’(T>t\N:n)IP’(N:n)
n=1

N > e~ A\
— p _ n_-_
e + Zl(l " —
-

o0

:€_>‘+€_>\Z<(1_n?)‘)n

S (6(14» _ 1)

—e Mpe P —e?

=e

. (5p) En kontinuerlig populationsvariabel X &r exponentialférdelad med
okénd intensitet 6 > 0. Alltsa har X tathetsfunktion

fx(z)=0e7% x>0
Ett stickprov av storlek n = 4 tas, och vi noterar teststatistikan
min{xy, z2,x3, 24} = 0.1.

Ange, baserat pa detta, ett 95% konfidensintervall for 6 pa formen [a, 00).

Losning. Var teststatistika &r alltsa
M = min{Xl, X2, X3, X4}

Malet blir att hitta en funktion a(M) sadan att, med ett slumpméssigt
stickprov X1,..., X4,

P(0 > a(M)) = 0.95. (1)
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For att kunna hitta en sadan funktion behéver vi forsta fordelningen hos
M. For x > 0 galler att
P(M > z) =P(X; >z, alla i)

= P(Xl > x)4
— 8—49:5'

Genom att sitta

1
T In(0.95)

ser vi att

1
P <M >~ ln(0.95)> = 0.95.

Genom att flytta runt termer far vi

1
P <9 >~ ln(0.95)> =0.95.

Alltsa ar var funktion
1
Med det givna vardet M = 3.1, far vi

a(0.1) = —

o n(0-95) = 0.128.

Svaret blir da [0.128, o).

. (MVE302, 3+2p) Anta att vi kénner till att en populationsvariabel
X ar normalférdelad med varians 20 och oként vantevarde p. Vi vill
testa nollhypotesen Hy : g = 0 mot alternativhypotesen Hy : p >
0, med ett stickprov av storlek n = 5. Som teststatistika anvéinds
stickprovsmedelviirdet X. Vi kommer fram till att Hy ska forkastas pa
signifikansniva o om X > 2.5.

(a) Vad ar signifikansnivan a?
(b) For vilket viarde pa p géller att testets styrka dr 90%7
Losning.

(a) Viska ha
a = PHO(Y > 25)

Under Hy giller att X ~ N(0,20/5) = N(0,4). For beriikningens
skull noterar vi att X /2 #r standardnormalférdelad. Alltsa #r, enligt
tabell,

— X
a =Py (X > 25) =Py, <2 > 1.25) =1-®(1.25) = 0.11.
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(b) Styrkan for > 0 ges av

Bp) = Pu(X > 2.5).

Vi har X ~ N(u,4), alltsa (X — p)/2 ~ N(0,1), och

5u) = P, (Xz—u N 2.52—u) e <2.52—M) e <M—22.5> |

Enligt tabell dr detta 0.9 nér (u — 2.5)/2 ~ 1.25, alltsa p ~ 5.

. (MVE302, 3+2p) En populationsvariabel X &r Bernoulliférdelad, X ~
Bin(1,\), och vi ar intresserade av parametern A € [0,1]. Vi véljer
en Bayesiansk approach, och introducerar en slumpvariabel A och gor
observationer x1,...,T,.

(a) (3p) Som priorférdelning véljer vi Betaférdelningen B(4,3). Vad ar
posteriorfordelningen for A?

(b) (2p) Skatta A via ett posterior mean estimate Apme.

Tips. En stokastisk variabel Y ~ B(a, b) har tathetsfunktion

fry) = Bla b)y“_l(l -yl 0<y<1,

dér den normaliserande konstanten B(a,b) = fol t2=1(1 — t)*~1dt ges av

(@ —1)I(b—1)!

Bla.b) = =05 -

om a och b ar heltal.

Losning.

(a) Var prior &r
fa(\) oc X3(1— N2

Eftersom X ~ Bin(1, ), géller att

n

Fxia(@e, . mn | A) = [T A = 2!
k=1
= AZTk(] — \)TE Tk,

Vi har da posterior

Fax OV [ 21,2 ) 0c AP(L = A)2AZ @R\ =2 2
— >\3+2 :Ek(l _ )\)Q—I—n—z Z‘k.

Detta ar B4+ > xk, 34+ n— > xk).
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(b) Vi behover ta reda pa vad Betafordelningen har for véntevérde.
Detta gar att sla upp i tabell, men vi kan ocksa berékna integralen.
Generellt géller att om X ~ B(a,b), sa ar (se tipset)

1
E[X]:B(clt,b)/o z -1 - 2)Pda
_ 13:0‘ — ) Yz

“ g J, 00
(a+1,b)

B(a,b)

alb—1! (a+b—-1)!

(@+b) (a—1)(b— 1)

a+b

Sule

Givet en posteriorfordelning A ~ B(4+ >z, 3 +n — > xy), far vi

A B B 4—1—23% _4+Zxk
)\pme—E[A]_(4+Z$k>+(3+n_2xk)_ 7+n '
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